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(Predgovor

Ne postoji oblast nauke, tehnologije ili struke u kojoj se ne koriste kompjuteri
za rjeSavanje problema. Sta znaéi rijesiti problem? Kakve vrste rjeSenja
kompjuter moZe dati? Na koji nacin problem moze biti prikazan da bi ga
kompjuter razumio? Da li se dati problem moZze uopste rijeSiti (u konacno
mnogo koraka)? Ovo su pitanja kojim se bavi teorija izracunljivosti.

Iako probleme rjeSavamo intuicijom, jedini nacin da pravilno izloZimo
njihova rjeSenja je formalizam. Prije toga i sam problem mora biti izloZen na
formalan nacin. Tek nakon $to smo na formalno zadovoljavajuéi nacin izloZili
problem i rjeSenje, mozemo biti sigurni (koliko je to moguce) da je rjeSenje
tacno.

Vecina studenata kompjuterskih nauka vide buduénost u IT sektoru, te
formalan nacin zasnivanja problema izaziva podozrenje. Upravo je ovo razlog
zaSto vecina studija kompjuterskih nauka pokuSava balansirati sa stepenom
formalizma materije. Medutim, formalizam se ne moZe izbaciti, jer bez njega
nema preciznosti, a bez preciznosti nema ni ispravnog rjesenja. Upravo pro-
gramski kodovi zahtijevaju veliki stepen preciznosti - vei nego kod teoretskih
nauka kao Sto su teoretska matematika ili teoretska fizika. Razlog za ovo je



da kompjuter ne "podrazumijeva" stvari kao ljudski mozak, ve¢ i najmanja
sitnica se mora specificirati.

Postojeca literatura iz teorije izracunljivosti i kompleksnosti je Cesto
izloZena na veoma formalan nacin, jako tezak za razumijevanje, pogotovo za
studente niZih godina koji se tek susrecu sa ovom materijom.

U ovom udzbeniku smo se trudili da nivo apstraktnosti odgovara stu-
dentima koji slusaju predmet Teorija izracunljivosti. U tu svrhu su ubaceni
rijeSeni primjeri, koji pobliZe objasnjavaju teoriju, kao i dokaze tvrdnji. Sami
dokazi su pojednostavljeni, koliko je to moguce. Obradeni su pojmovi sa
kojima bi studenti (teoretskih) kompjuterskih nauka trebali biti upoznati.

Centralno pitanje, koje se obraduje u ovom udzbeniku, je: "Koji pro-
blemi se mogu rijesiti pomocu algoritma". Slijedeée pitanje bi bilo: "Sta
je algoritam?". Intuitivno, "algoritam" je konacan niz, dobro definisanih,
koraka. Formalnije, algoritme predstavljamo pomocu raznih tipova maSina.
OgraniCenja koja masine imaju se prenose i na algoritme, pa govorimo o
algoritmima sa ogranic¢enjima. RazliCiti tipovi algoritama/automata mogu
rijesiti razliCite tipove problema/jezika.

U poglavlju 1, Uvodni pojmovi, je na kratak nacin izloZena teorija skupova.
Metode konstruisanja prebrojivih skupova dijele zajedni¢ku osobinu sa meto-
dama konstruisanja algoritama: svaki element mora biti dobro definisan, $to
podrazumijeva i da se nalazi na kona¢noj poziciji unutar definisane strukture.
Pojam skupa se koristi da se uvede pojam jezika, pomocu kojeg na formalan
nacin zapisujemo probleme.

Poglavlje 2, Konacni automati, uvodi pojmove (ne)deterministickih ko-
nacnih automata, kojima su ekvivalentni pojmovi regularnih jezika i izraza.
Regularni jezici predstavljaju jednu od najjednostavnijih familija jezika, ko-
Jima odgovaraju najjednostavnije masine/algoritmi.

Poglavlje 3, Potisni automati, uvodi napredniju klasu automata/algori-
tama, kao i ekvivalentnu klasu problema/jezika: kontekstno nezavisni jezici.
Ovi jezici se mogu predstaviti i pomocu struktura koje nazivamo kontekstno
nezavisne gramatike.

Poglavlje 4, Turingove masine, navodi najgeneralniju klasu masina, ko-
jima odgovara pojam algoritma u punom smislu te rije¢i. U ovom poglavlju
navodimo i probleme koji se ne mogu rijesiti u konaéno mnogo koraka. Tu
razlikujemo dvije vrste problema: neodlucivi i Turing-neprepoznatljivi pro-
blemi.

Poglavlje 5, NP-teski problemi, posmatra klasu problema koji se mogu



rijesiti u kona¢no mnogo koraka, ali nije poznato da li postoji brzi (polinomni)
algoritam za njihovo rjeSavanje. Mnogi prakti¢ni problemi su NP-kompletni,
Sto navodi na zakljuCak da vjerovatno ne postoji brzo i tacno rjeSenje - upravo
je ovo razlog zasto se vecina problema iz prakse rjeSava pomocu heuristika.
Autori se zahvaljuju recenzentima prof.dr. Esmiru Pilavu i prof. dr. Zeljku
Juri¢u na trudu i korisnim sugestijama.
Sarajevo, 2021. godine.

Autori.



1.1

[]. Uvodni pojmovi

U ovom poglavlju dajemo pregled nekih osnovih pojmova i osobina iz mate-
matike. Ovo nam je potrebno jer se formalna teorija zasniva na matematici;
jezici se definiSu pomocu skupova; neke ideje iz teorije skupova ¢emo koristiti
za konstruisanje algoritama; odnosi izmedu objekata se mogu prikazivati
pomocu relacija ili dijagrama.

Skupovi

Skup 1 element su osnovni pojmovi koje ne definiSemo. Ako element x pripada
skupu A, tada to piSemo sa x € A. U suprotnom piSemo x ¢ A.

= Primjer 1.1 Dat je skup A = {1,2,3,4,5}. Imamoda2 € Ai7 ¢ A. .

Sa N ={1,2,3,...} oznatavamo skup prirodnih brojeva, sa Ny = {0, 1,2,
3,...} oznacavamo skup prirodnih brojeva sa nulom, sa Z ={...,—=3,—-2,—1,
0,1,2,3,...} oznacavamo skup cijelih brojeva, sa Q = {% |m € Zin € N}
oznacavamo skup racionalih brojeva, te sa R oznacavamo skup realnih brojeva.
Realnih brojevi su svi konacno i beskona¢no-decimalni brojevi.



2 Poglavije 1. Uvodni pojmovi

Definicija 1.1 — Podskup skupa. Neka su A i B skupovi. Akoizx € A
slijedi x € B, tada kaZemo da je A podskup skupa B 1piSemo A C B. Ako
je dodatno A # B, tada kazemo da je A pravi podskup skupa B i pisSemo
A C B. Ako A nije podskup skupa B, onda piSemo A & B.

= Primjer 1.2 Neka je A = {1,2,3}, B={1,2,3,4,5,6}, C = {4,5,6,7,8}.
Imamo davaziA C B,ACB,AZC. "

VaziNCZ C Q CR.

Sa |A| oznacavamo broj elemenata skupa. Ako su A,B,C skupovi iz
prethodnog primjera, imamo |A| = 3, |B| = 6, |C| = 5. Prazan skup je skup
bez elemenata i ozna¢avamo ga sa &. Imamo |&| = 0. Podrazumijevamo da
jeskup {1,...,n} zan < 1 prazan skup.

Definicija 1.2 — Unija, presjek, razlika skupova. Neka su A i B skupovi.
Skup ANB = {x | x € Aix € B} nazivamo presjek skupova A i B. Skup
AUB = {x|x € Aili x € B} nazivamo unija skupova A i B. Skup A\B =
{x| x € Aix¢ B} nazivamo razlika skupova A i B.

(a) A B (b) A B

() A B (d) 7/

A\B

7.

Slika 1.1: Operacije izmedu skupova A i B. (a) Presjek skupova. (b) Unija skupova.
(c) Razlika skupova. (d) Komplement skupa.

Z



1.1 Skupovi 3

= Primjer 1.3 Neka su A, B, C skupovi iz primjera 1.2. Tada imamo AUB =
{1,2,3,4,5,6}, AUC ={1,2,3,4,5,6,7,8}, ANB={1,2,3}, ANC = &,
BNC={4,5,6},A\B=2,B\C={1,2,3}. .

Da bi definisali pojam komplementa skupa, potreban nam je pojam uni-
verzalnog skupa. MoZemo reci da je univerzalni skup proizvoljan skup koji
sadrZi sve skupove koje posmatramo u odredenoj tvrdnji ili primjeru. U velini
slucajeva se ne navodi, ve¢ se iz konteksta podrazumijeva.

Definicija 1.3 — Komplement skupa. Neka je A proizvoljan skup i %
neki univerzalni skup. Komplement skupa A oznadavamo sa A i definiSemo
kao A= {x|x € % ix ¢ A} = % \A. Ako se univerzalni skup podrazumi-
jeva, tada pisemo A = {x | x ¢ A}.

= Primjer 1.4 Odredi¢emo komplement slijedeéih skupova: A je skup svih
prirodnih parnih brojeva; B je skup svih iracionalnih brojeva.

Kod skupa A podrazumijevamo da je univerzalni skup jednak skupu prirod-
nih brojeva, pa je A skup svih prirodnih neparnih brojeva.

Kod skupa B podrazumijevamo da je univerzalni skup jednak skupu realnih
brojeva, pa je B = Q.

Napomenimo da se skup svih parnih prirodnih brojeva moze oznaciti i kao
2N, a skup svih neparnih prirodnih brojeva se moZze oznaciti kao 2N — 1, ali
ne 1 kao 2N 41 (objasniti). n

Definicija 1.4 — Injekcija, sirjekcija, bijekcija. Za preslikavanje f:A—B
kazemo da je injekcija ako x1 # x, implicira f(x1) # f(x2). Za preslika-
vanje f kaZzemo da je sirjekcija ako za svako y € B postoji x € A tako da
je y = f(x). Za preslikavanje kazemo da je bijekcija ako je injekcija i
sirjekcija.

= Primjer 1.5 Nekasu f,g,h: N — N funkcije date sa: f(n) =5n+1, g(n) =
L%J, h(n) =n+ (—1)"1.

Dokazacemo da je f injekcija i nije sirjekcija, g je sirjekcija i nije injekcija,
te h je bijekcija.
Funkcija f je injekcija, jer f(n)) = f(mo) = Sm+1=5m+1 =
ny = ny. Funkcija f nije injekcija, jer y = f(n) = y = 5n+ 1, §to znadi
da y prilikom dijeljenja sa 5 daje ostatak 1, a to nije osobina svih prirodnih
brojeva.

Oznaku | x| koristimo za funkciju najvece cijelo, koja se definiSe kao najveci
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(a) f (b) f (c) f

Slika 1.2: Preslikavanje f : A — B. (a) Preslikavanje f je injekcija. (b) Preslikavanje
f je sirjekcija. (c) Preslikavanje f je bijekcija.

cio broj koji nije ve¢i od x. Tako imamo [2.7] =2, |5] =5, |-2.7] = -3.
Funkcija g nije injekcija, jer g(2) = g(3) = 1. Sa druge strane imamo y =
L%J = g(2y—1) za proizvoljno y € N, §to znaci da je g sirjekcija.

Dokazimo da je & bijekcija. To ¢emo uraditi tako Sto ¢emo dokazati da je
sirjekcija i injekcija. Uo¢imo da je h(n) =n—1 za n parno, te h(n) =n-+ 1
za n neparno. Znaci, parni brojevi se preslikavaju u neparne i neparni brojevi
se preslikavaju u parne.

Neka je y € N proizvoljno. Ako je y neparno, tada je y+ 1 parno, te imamo
h(y+1)=(y+1)—1=y. Ako je y parno, tada je y — 1 neparno, te imamo
h(y—1) = (y—1)+1 =y. Znadi, sa proizvoljno y € N postoji elemenat iz N
koji se, preko A, slika u y, pa je & sirjekcija.

Neka je h(ny) = h(ny). To znaci da su nj i ny iste parnosti. Ako su n; i
ny neparni, tada imamo h(ny) = h(ny) = ni+1l=m+1 = n; =ny.
Ako su nj i np parni, tada imamo h(ny) =h(ny) = nj—1l=nm—1 =
ny = ny. Znadi, h je injektivno preslikavanje. Posto je 4 injekcija i sirjekcija,
tada je & bijekcija. .

U slijedecoj tvrdnji navodimo osobine operacija sa skupovima, koje ¢e
nam biti korisne.

Tvrdnja 1.1 Neka su A, B i C proizvoljni skupovi. Tada vazi:

1. A=A;

2. (AUB)NC=(ANC)U(BNC);
3. ANB)UC=(AUC)N(BUC);
4. AUB=ANB;
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I 5. ANB=AUB;
Definicija 1.5 — Partitivni skup. Neka je A skup. Skup
P(A) ={X|X CA}
nazivamo partitivni skup skupa A.

Znadi, partitivni skup skupa A je skup svih podskupova od A.
= Primjer 1.6 Neka je A = {1,2,3}. Odredi¢emo Z(A).

Imamo da vazi #(A) = {@,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
Uocdimo da je |A| =31 |22(A)| = 8 = 23. Za svaki skup A vazi |2 (A)| =
241, .

Intuitivno je jasno Sta je konacan skup. Slijede¢om definicijom ovaj pojam
1 formalno uvodimo.
Definicija 1.6 — Konacni i beskonaéni skupovi. Za skup A kazemo da
je konacan, ako postoji n € Ny i bijekcija sa A na {1,...,n}. Ako skup nije
konacan, onda je beskonacan.

= Primjer 1.7 Skup {a,b,c} je konacan, jer postoji bijekcija sa {a,b,c} na
{1,2,3}. a

Primjeri beskonacnih skupova su N, Z,Q, R.

Konacni skupovi A i B imaju isti broj elemenata akko postoji bijekcija
izmedu njih, te piSemo |A| = |B|. Ovu ¢injenicu moZemo intuitivno prosiriti i
na beskonacne skupove. Da bi izbjegli rasprave kako jedan beskonacan skup
moZe imati viSe elemenata od drugog beskona¢nog skupa, umjesto pojma broj
elemenata koristimo pojam mo¢ skupa.

Definicija 1.7 — Mo¢ skupa. Za dva skupa A i B kaZemo da imaju istu
moé, ako postoji bijekcija sa A na B i piSemo |A| = |B|. Ako ne postoji
bijekcija sa A na B, piSemo |A| # |B|. Oznaku |A| nazivamo mo¢ skupa A.

Kod konac¢nih skupova, moc¢ skupa predstavlja broj elemenata skupa. Ovu
predstavu mozemo usvojiti i za beskonacne skupove. Ako dva skupa imaju
istu mo¢, tada, intuitivno, imaju isti broj elemenata.

Slijedeca definicija uvodi moguénost da jedan skup ima viSe elemenata
od drugog skupa. Ovaj koncept je oCigledan za konacne skupove, ali ne i za
beskonacne.
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Definicija 1.8 — Uporedivanje mo¢i skupova. Ako postoji injekcija sa
skupa A u skup B, tada pisemo |A| < |B|. Ako je |A| < |B| i |A| # |B|, tada
piSemo |A| < |B|.

Drugim rijecima, ako postoji injekcija sa A u B i ne postoji bijekcija sa A
na B, piSemo |A| < |B|.

Slijedeca tvrdnja je ocigledna za konacne skupove, ali ne i za beskonac-
ne.

Teorema 1.1 — Cantor-Schréder-Bernsteinova teorema. Ako je
|A] < |B|i|B| < |A], tada je |A| = |B].

Prethodna teorema tvrdi da ako postoji injekcijasa A u Bisa Bu A, tada
postoji bijekcija sa A na B.
Definicija 1.9 — Niz. Neka je A skup. Ako postoji bijekcija a : N — A,
tada a nazivamo niz skupa A 1 kazemo da smo elemente skupa A poredali u
niz a.

Znaci, elemente skupa A moZemo prikazati kao A={a(1),a(2),a(3),...}=
= {al,az,a3, .. }
I Definicija 1.10 — Prebrojiv skup. Za skup A kazemo da je prebrojiv ako
postoji bijekcija sa N na A.

Znaci, skup A je prebrojiv ako je beskonacan i ako mu se elementi mogu
poredati u niz, tj. A = {aj,ay,...}. Napomenimo da ne smeta ako se neki
elementi ponavljaju, jer brisanjem ponavljanja moZemo dobiti niz bez ponav-
ljanja.
= Primjer 1.8 Skupovi Z i QQ su prebrojivi.

Ovo ¢emo dokazati tako Sto cemo elemente skupova poredati u niz. Za
prvi skup imamo Z = {0,1,—1,2,-2,3,-3,...}.

Elemente drugog skupa moZemo poredati na slijedeéi nacin Q = (T)v %, _Tl,
2 351 T3 31> T} Pojasnimo kako smo ih poredali. Za razlomak
o posmatramo zbir |m|+-n. Prvo postavimo razlomke kod kojih je dati zbir
jednak 1. Zatim postavimo razlomke kod kojih je dati zbir jednak 2, pa
razlomke sa zbirom jednakim 3 itd. Pri tome brojeve, koji su se javljali ranije,
ne piSemo ponovo, iako ne bi smetalo da isti broj piSemo vise puta. .

i ) Princip koriSten u prethodnom primjeru je veoma bitan u nekim kasnijim primje-
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rima. Zato ¢emo jo§ malo obratiti paznju na njega. Gdje je greska u slijede¢im
"rjeSenjima"?

7Z.={0,1,2,3,. —2,-3,...} - prvo poredamo u niz nulu i pozitivne brojeve,
a zatim negatlvne brOJeve.

01 =12 =2 01 =12 =2 01 =12 =2
Q T°1° 1 212 1 2522929 2 929 2 993937 3 937 3 »° }—prvoporedamo

razlomke sa nazwmkom 1, zatim razlomke sa nazivnikom 2, pa sa nazivnikom 3,
itd.

Greska je u slijede¢em. Koji god element niza da uzmemo, on se mora nalaziti na
konacnoj poziciji, tj. prije njega smijemo imati samo konacno mnogo elemenata -
u suprotnom ne radi se o nizu.

Posmatrajmo "rjeSenje" za skup Z i odaberimo npr. broj -1. Prije njega se nalaze
svi pozitivni brojevi, tj. prije njega dolazi beskonacno mnogo brojeva, §to je
nemoguce za element niza.

Kod skupa Q odaberimo npr. % Prije ovog elementa u "nizu" se nalazi beskona¢no
mnogo ¢lanova, $to je nemoguce.

Znaci, ako Zelimo elemente beskona¢nog skupa poredati u niz, moramo se po-
brinuti da svaki element bude zastupljen (barem) jednom i da se svaki element
niza nalazi na kona€noj poziciji, tj. da prije njega smijemo imati kona¢no mnogo
elemenata.

Za prebrojivi skup kazemo da ima mo¢ X(. Prema tome:
Ro=[N|=[Z[ =Q].

Slijedeca dva primjera se odnose na reprezentaciju beskonacnih decimal-
nih brojeva.

= Primjer 1.9 Dokazimo da je 1 =0.999.. ., pri ¢emu na desnoj strani imamo
beskonacan broj devetki. Ovaj broj moZemo drugacije napisati i kao 0.999... =
0.9.

Neka je 0.9 = x. Nakon mnoZenja sa 10, imamo 9.9 = 10x = 9x +x =
9x+0.9, a odavde 9.9 — 0.9 = 9x, tj. 9 = 9x 1 na kraju x = 1. Znadi, 09=1.

Ovo smo mogli dokazati koriste¢i i zbir geometrijskog reda: 0.9 = Z;;‘xl’ 1%
=9y T L =9t -1)=9(-"--1)=1.

10

i=1 10 i=0 10 1—
Posljedni red smo izracunali koriste¢i formulu za zbir geometrijskog reda:
Y oa"= 1=, zalal < 1. .

u Primjer 1 .10 Na sli¢an nacin kao u prethodnom primjeru, imamo da vaZzi npr:
0.123 =0.1229, 14.81 = 14.809, itd. Znaéi, svaki decimalan broj sa konacno
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mnogo decimala se moZe, na jedinstven nacin, predstaviti kao beskona¢no-
decimalni broj. .

Slijedeci primjer daje primjer skupa koji nije prebrojiv. Koristi¢emo tzv.
dijagonalni princip.
= Primjer 1.11 Dokazimo da vazi |N| < |(0,1)].

Prvo dokazimo da vazi |N| < |(0,1)|. To ¢emo dokazati tako $to ¢emo ko-
nstruisati injekciju sa N u (0,1). Neka je f: N — (0,1) tako da vaZi npr:
F(1) =0.11, f(15) = 0.151, £(1762) = 0.17621, itd. Zna&i, ako je n =
axax_1...didp, tada je f(n) = 0.axax_...ajapl. Ovako preslikavanje je
ocCigledno injekcija. Formalnije, ovo preslikavanje mozemo prikazati kao:

f(n)= louoﬁn)m + Tologm)]+2°

Dokazimo da ne postoji bijekcija sa N na (0, 1). Pretpostavimo suprotno,
da postoji. Tada je skup (0, 1) prebrojiv, pa se svi njegovi elementi mogu
poredati u niz. Neka je (0,1) = {ay,as,...}, pri emu a; = 0.ay;az;a3; . .. je
beskonacno-decimalni broj izmedu 0 i 1. Date brojeve stavimo u tabelu:

0.aj1a21a31--.a;1 - -
0.a12a2a3;...a; . ..
0.ai3a23a33...a;3. ..

0.ay;a2ia3; - . . aji - - -

0.51b2b3 ...

S

Pees

Sada ¢emo konstruisati novi broj izmedu 0 i 1. Neka je b; € {1,2,3...,8}
proizvoljno odabrano tako da je b; # a;; (i = 1,2,3,...). Dalje, uzmimo
b= O.b1b2b3 . bl ‘oo ZbOg bl' 7& aijj imamo b 7& a; (l = 1,2, . )
ZakljuCujemo da b ¢ {ay,ay, ...}, §to je u kontradikciji sa pretpostavkom
da smo sve brojeve iz (0, 1) poredali u niz. Prema tome, ne postoji bijekcija
sa N na (0, 1), pa skup (0, 1) nije prebrojiv. .

Prethodni primjer demonstrira da postoje beskonacni skupovi koji nisu
prebrojivi. Njih nazivamo neprebrojivim skupovima. Intuitivno, moZzemo reci
da interval (0, 1) "ima viSe" elemenata od skupa N.

1z slijdeéeg primjera imamo da interval (0, 1) i skup R imaju "isti broj"
elemenata, §to je neocekivano.

= Primjer 1.12 Dokazi da vazi |(0,1)] = [R|.
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Konstruisa¢emo bijekciju sa (0, 1) na R.

Preslikavanje f: (0,1) — (—x/2,7/2) dato sa f(x) = mx — /2 je bijek-
cija. Posto je funkcija tangens tg : (—m/2,7/2) — R takode bijekcija, to je i
njihova kompozicija tgo f : (0, 1) — R bijekcija.

Znadi, postoji bijekcija izmedu (0,1) i R, paje [(0,1)| = |R]. .

Koristimo oznaku ¢ = |R| i imamo Xy < ¢. Znaci i kod beskona¢nih
skupova ima smisla, barem na intuitivnom nivou, uporedivati broj elemenata.
Tako moZemo reci da skupovi N, Z 1 QQ imaju "isti broj elemenata", dok R ima
"viSe elemenata" od njih. Oznaka |A| se joS naziva i kardinalni broj skupa A.

Koliko imamo kardinalnih brojeva, da li su X i ¢ jedini kardinalni brojevi?
Slijedeca tvrdnja govori da imamo beskona¢no mnogo kardinalnih brojeva.

| Tvrdnja 1.2 — Cantorova teorema. Neka je A skup, tada je |A| < | 22(4)).

Dokaz. Postoje f: A — P(A), dato sa f(x) = {x} za svako x € A, injekcija,
imamo da je |[A| < |Z2(A)].

Neka je g : A — &2 proizvoljna funkcija. DokaZimo da g nije sirjekcija.
NekajeS={acA|a¢ g(a)}.

Dokazimo g(x) # S za svako x € A. Pretpostavimo suprotno, postoji xo € A
tako da je g(xp) = S. Imamo dvije situacije: xo € S ili xo ¢ S.

Ako xg € S, tada iz definicije skupa S imamo xo ¢ g(xo) =S, $to je kon-
tradikcija.

Ako xp ¢ S, tada imamo xg € g(xp) = S, §to je opet kontradikcija.

Znaci ne postoji sirjekcija sa A na &, pa ne postoji ni bijekcija. ]

i Razmislite koja je slicnost izmedu prethodnog dokaza i dijagonalnog principa.

Iz prethodne tvrdnje imamo da ne postoji najveci skup, tj. ne postoji skup koji
sadrZi sve. Koliko god veliki skup X da uzmemo, vazi |X| < | Z(X)|, paje Z(X)
vedi od X.

Takode, dobijamo da postoji beskonaéno mnogo beskonac¢nih kardinalnih brojeva.
Neka je skup A beskonacan. Tada vazi: |A| < Z(A) < P (P (A)) < ....

Zanimljivo je pitanje da li imamo kardinalnih brojeva izmedu X i c, tj.
da 1i postoji skup X takav da je X < |X| < c. Hipoteza kontinuuma govori da
takav skup ne postoji. Kurt Gédel 1 Paul Cohen (1940. 1 1963.) su dokazali da
je ova hipoteza nezavisna od aksioma Zermelo—Fraenkel teorije skupova, Cak
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ni kada se ukljuci aksiom izbora (koji govori da iz svake familije disjunktnih

skupova moZemo uzeti po taéno jedan element). Drugim rijeCima, hipoteza

kontinuuma se ne moZe dokazati ni opovrgnuti koriste¢i spomenutu teoriju.
Slijedeéu tvrdnju navodimo bez dokaza.

Tvrdnja 1.3  (a) Unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup, tj.
|A| = |B| = Xy = |[AUB| = Xy.

(b) Dekartov proizvod prebrojivih skupova je prebrojiv skup, tj.
|A| = |B| = X9 = |A X B| = Xy.

(c) Prebrojiva unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup, tj.

Ail = Ro,(VieN) = \UA|_NO

Alfabet, rijeCi i jezici
Alfabet je konacan skup simbola. Oznacava¢emo ga sa X i podrazumijevamo
¥ = {0, 1}, ako drugacije ne kazemo.

String (rijec) je konacan niz simbola iz alfabeta. MoZemo ga zapisati kao
O=010p...0,, pricemua; €X(i=1,...,n). Za ® kazemo da je duZine n i
piSemo |®| = n.

Sa € oznaCavamo prazan string i vazi |¢| = 0. Sa X* oznaavamo skup
svih stringova. Sa ¢ ozna¢avamo skup X, = XU {¢e}.

Za string @’ kazemo da je podstring stringa @ = 0 0 .. . Oy, ako je @' =
0it...05zal <i<j<nili o =e. Za string o’ kaZzemo da je prefix
stringa @ = Q0 ... 0, akoje @ = oop...ajzal < j<niliw =¢€. Za
string @’ kaZzemo da je sufix stringa @ = 01 0% . . . O, ako je @' = ;g1 ... QY
zal<i<niliw =e.

Za dva stringa @] = 00 ... 0y i ) = B1Bs... By, pri Cemu oy, B; € X
(i=1,...,m, j=1,...,n), kazemo da su jednaki i piSemo @| = a», akom =n
iOCl'Zﬁi i=1,...,n).
= Primjer 1.13 Primjeri stringova.

(i) Nekaje w; =01011. DuZina ovog stringa je 5 i piSemo |®;| = 5. String
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(it)

(iii)

101 je podstring od @, dok 111 nije podstring od w;. Svi prefiksi
stringa @; su: €,0,01,010,0101,01011, dok su svi sufiksi: €,1,11,011,
1011,01011.

Niz znakova 01010101... nije string. ZaSto?

Zato §to se radi o beskona¢nom nizu znakova. String (rije¢) mora biti
konacan niz.

Da li su stringovi @, = 001 1 @3 = 010 jednaki?

Nisu jednaki, jer @, na drugoj poziciji ima 0, a @3 na drugoj poziciji
ima 1.

Definicija 1.11 — Leksikografski poredak. Neka je x = xj...x;, y =

yi-

~ym, priCemu x;,y; € X, (i=1,....k,j=1,...,m). Ako je |x| < |y|

ili x;, < y;,, pri ¢emu je ip najmanji broj takav da je x;, # y;,, tada piSemo
x <y.

Da bi imali leksikografski poredak stringova, trebamo imati deinisan
poredak na alfabetu X. U vecini slu¢ajeva, taj poredak je prirodan, tj. ako je
£={0,1},tadaje 0 < 1.

» Primjer 1.14 Leksikografski poredak.

()

(ii)

Poredaj u leksikografksom poretku 010, 11, 001.

Prednost dajemo kra¢im stringovima, pa na prvo mjesto ide 11. Sada
trebamo rasporediti 010 1 001. Prvo poredimo znakove na prvoj poziciji:
0101 001. Posto su isti, poredimo znakove na slijedecoj poziciji: 010 1
001. Posto 0 ide prije 1 (tj. 0 < 1), to string 001 ide prije 010.
Konacan poredak je: 11, 001, 010.

Poredaj u leksikografskom poretku sve stringove duzine ne vece od 4.
Koristedi slicno razmisljanje kao u prethodnom slucaju, imamo poredak:
g0, 1,00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000,
0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111, 1000, 1001, 1010, 1011,
1100, 1101, 1110, 1111.

Uocite da leksikografski poredak podsjeca na poredak rijeci u rije¢niku,
ali mu nije identican.

| Tvrdnja 1.4 [Z*] = X,.

Dokaz. Sve stringove (tj. elemente skupa £*) moZemo poredati u niz. Prvo
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stavimo prazan string, pa sve stringove duZine 1, pa sve stringove duZine 2, pa
sve stringove duZzine 3, itd: €, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100,
101, 110, 111, .... Ovaj poredak ne mora biti nuzno leksikografski.

Posto smo sve elemente iz ¥* poredali u niz, imamo da je £* prebrojiv, tj.
|Z*| = No. |

| Definicija 1.12 — Jezik. Neka je A C X*. Tada se A naziva jezik.

I Tvrdnja 1.5 Jezika ima neprebrojivo mnogo.

Dokaz. Skup svih jezika je dat sa &?(L*). 1z Cantorove teoreme i tvrdnje 1.4
imamo |2 (X¥)| > |£*| = X, odakle slijedi tvrdnja. |

Jezik ¢e obi¢no odgovarati problemu, odnosno formulaciji problema, tj.
probleme ¢emo obi¢no na formalan nacin iskazivati preko jezika. U vecini
slucajeva Ce jezici biti beskonacni, tj. sadrzavace beskonacno mnogo stringova.
Posto nije moguce ispisati sve stringove beskonacnog jezika, potrebno je jezik
opisati na drugaciji nacin, tj. potrebno je dati kona¢nu reprezentaciju (opis)
jezika, tj. potrebno je opisati jezik pomocu kona¢no mnogo simbola.

= Primjer 1.15 Konacna reprezentacija jezika.
(i) Jezik A = {0,00,000,0000,...} mozemo opisati kao A = {w € X* |
o sadrzi samo 0}.
(i) Jezik B = {¢,00,01,10,11,0000,0001,0010,0011,0100,...} moZemo
napisati kao B= {® € £* | o je parne duZine}.
n
Kasnije ¢emo dati i neke druge vidove konacne reprezentacije jezika, kao
npr. regularni izrazi, gramatike, konacni automati.
Da bi olaksali reprezentaciju jezika, uvodimo neke operacije. Ovdje cemo
uvesti operacije nadovezivanja i Kleeneove zvijezde.

Definicija 1.13 — Operacija nadovezivanja. Neka su A i B jezici. Na-
dovezivanjem jezika A i B dobijamo jezik AoB=AB = {ab|a € A,b € B}.

= Primjer 1.16 Neka je A = {101,00} i B = {01,111,010}. Tada je AB =
{10101,101111, 101010, 0001,00111,00010}. .

u Primjer 1.17 NekajeA ={1,11,111,1111,...}, B={0,00,000,0000,...},
tj. jezik A se sastoji od svih stringova koji sadrze samo 1, a jezik B od stringova
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koji sadrze samo 0. Tada je AB = {10,100,110,1000,1100,1110,...}, tj AB
se sastoji od stringova koji po€inju sa konacnim nizom jedinica koji prati
konacan niz nula. .

Kada nadovezujemo iste jezike, onda moZemo koristit kraci zapis. Tako
imamo A2 = AA, A3 = AAA, itd. MoZemo dati i rekurzivnu definiciju:

A% = (g},
At =A"1A,

Sli¢an zapis moZemo koristiti i za stringove. Tako imamo 111 = 13;
00000 = 0°; 01010101 = (01)*. Obratite paznju da je 0*1* = 00001111.
Znadi (01)* # 0414,

u Primjer 1.18 Nekaje A = {0,11}. Tada je A> = {00,011,110,1111}, A® =
{000,0011,0110,01111,1100,11011,11110,111111}. .

Slijedeéu operaciju moZemo shvatiti kao neku vrstu beskona¢nog nadovezi-

vanja.

Definicija 1.14 — Kleeneova zvijezda. Neka je A jezik. Jezik A* defini-
Semo kao A* = ;r:"SA’.

Vazi A* ={ayay...a, |n>0,a; € Aji=1,...,n}.

Neka je A* := AA* = |7 A*. Ako € ¢ A, tada A* = A*\{€}. Sa druge
strane, za € € A imamo da vaZzi A* = A*. Sli¢no kao i za A*, vrijedi A™ =
{ajay...ap |n>1,a,€Ai=1,...,n}.
= Primjer 1.19 Neka je A = {1}. Tada je A* = {&,1,11,111,1111,...} =
{1" | n > 0}.

Uodite da smo uzeli 1° := &. n

1z slijedeceg primjera vidimo zasto sa £* oznacavamo skup svih stringova.

= Primjer 1.20 Neka je £ = {0,1}. Tada je £* = {ajaz,...a, | n > 0,a; €
{0,1},i=1,...,n}, a ovo je upravo skup svih stringova nad X. .

i Prioritet do sada uvedenih operacija i oznaka je slijedeci:

@ ()
(ll) *’+’n;
(iii) o;
@iv) M
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v) U.

Znaci, zagrade imaju najvedi prioritet, a unija najmanji. Tako, npr, vazi:

(AU(BN(Co (D")))) =AUBNCD",

Tvrdnja 1.6 — Osobine operacije nadovezivanja. Operacija o ima
slijedece osobine:
(a) asocijativnost: (AB)C = A(BC), VA,B,C C X*,
(b) distributivnost nadovezivanja u odnosu na uniju:
(AUB)C =ACUBC,
C(AUB) =CAUCB,VA,B,C CX*.
Za operaciju o vazi da:
(a) nije komutativno, tj. postoje jezici A i B za koje vazi AB # BA,
(b) nije distributivno u odnosu na presjek, tj. postoje jezici A, B, C tako
da je
(ANB)C # ACNBC,
C(ANB) #CANCB.

Zadatak 1.1 —Za samostalan rad. Pronadite netrivijalne primjere skupo-
va koji demonstriraju da operacija nadovezivanja nije komutativna i nije
distrubutivna u odnosu na presjek. n

= Primjer 1.21 — Inverzni string. Neka je ® = o ...q,, pri Cemu @; € X.
Sa o® = o, 1 ...0q 0znatavamo inverzni string stringa . Tako, npr. ako
je @ = 1101, tada je @R = 1011. .

= Primjer 1.22 — Palindrom. Za string @ = x .. .Xx, kazemo da je palindrom
ako vrijedi x; = x,,41-;, Vi € {1,...,n}. Ovo jo§ moZemo pisati i kao x; =
Xpt1—is VI € {1, ey [n/2j }

String je palindrom ako ga Citajuci sa lijeve i sa desne strane strane dobi-
jamo isti string. Tako npr stringovi w; = 110011, @, = 10101 su palindromi,
dok @3 = 11010 nije palindrom.

Uotite da je string @ palindrom akko je ® = . .
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(2. Konacni automati

U ovom poglavlju ¢emo se baviti jednostavnim problemima, koji imaju jednos-
tavan opis i koji se mogu rijeSiti pomocu ogranicenih automata (algoritama).
Probleme ¢emo opisivati pomocu regularnih jezika. To su jezici koji se
mogu dobiti kombinacijom operacija U, o, *, te simbola iz ¥.
Zatim ¢emo uvesti ogranicene automate (algoritme), koje nazivamo (ne)de-
terministicki konacni automati. Pomocu ovih automata ¢emo rjeSavati prob-
leme koji se mogu opisati pomocu regularnih jezika.

Regularni jezici

Vidjeli smo da se jezici mogu predstaviti opisno. Ovdje uvodimo klasu jezika
koja se moZe predstaviti pomocu struktura koji se zovu regularni izrazi. Takav
jezik se naziva regularan jezik.

Regularan jezik se gradi pomocu regularnog izraza tako Sto se zapocne od
simbola alfabeta (tj. od 0 i 1), te primjenom operacija unije, nadovezivanja i
zvijezde dobije se izraz koji odgovara datom jeziku.

Slijedeca definicija, na rekurzivan nacin, uvodi pojam regularnog izraza.
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Definicija 2.1 — Regularan izraz. KaZzemo da je R regularan izraz ako
je R jednako:

(a) @;

(b) €

(c) simbolu iz alfabeta X;

(d) (R1URy);

(e) (RioRy) = (RiR2);

" (R}):

pri ¢emu su Ry, R, regularni izrazi.

Uodite da je i R" := RR* regularan izraz, ako je R regularan izraz.

Koja je veza izmedu regularnih izraza i regularnih jezika, tj. koji jezik
odgovara datom regularnom izrazu? Da bi dali pojaSnjenje, samo ¢emo pratiti
definiciju regularnog izraza. Regularnim izrazima &, €, 0, 1 odgovaraju jezici
@, {€}, {0}, {1}. Ako regularnim izrazima R i R, odgovaraju jezici Aj i Ay,
tada regularnim izrazima Ry UR», R{R>, R} odgovaraju jezici A UA>, A1A,,
Al
= Primjer 2.1 Regularnim izrazima ¢emo pridruzivati jezike.

(i) Regularnom izrazu 1* odgovara jezik {1}* = {e,1,11,111,...}.
(ii) Regularnom izrazu (01) odgovara jezik {01}.
(iif) Regularnom izrazu (01)(110) odgovara jezik {01}{110} = {01110}.
(iv) Regularnom izrazu (0*)(111) odgovara jezik {O}*{111} = {111,0111,
00111,000111,0000111,...}.
(v) Regularnom izrazu (0U 1)* odgovara jezik X* = {0,1}* = {x;...x; |
k>0,x; € {0,1},i =1,...,k}, skup svih stringova nad alfabetom X.
(vi) 0*1* ={¢,0,00,000,...}{e, 1,11, 111,...} = {0"1" | m,n > 0}.

Od sada poistovjecujemo regularne izraze sa odgovaraju¢im jezicima, tj.
izmedu njih stavljamo znak jednakosti. Ako regularnom izrazu R odgovara
jezik A, pored odgovara koristimo i termine opisuje, generise.

= Primjer 2.2 Opisimo regularan izraz koji generise jezik A = {® | @ sadrzi
110 kao podstring}.

Ako @ € A, tada ® ima oblik @ = @;110,, pri cemu W, m, € X*. Znadi,
A=X*110%* "

Slijedeci jezik je komplement prethodnog.

u Primjer 2.3 Opisimo regularan izraz koji generise jezik B= { @ | @ ne sadrzi
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110 kao podstring}.

Komplementiranje regularnih izraza nije jednostavno. Zasada ne dajemo
standardni postupak komplementiranja, ve¢ ¢emo analizirati B, te ga prikazati
preko jednostavnijih jezika (koristeci uniju, nadovezivanje i zvijezdu).

Posmatrajmo sve jezike koji ne sadrze 110. Oc¢igledno, medu njima su 1%,
0%, 0*1*. Uocite da su prva dva podskup od treceg, tako da je dovoljno navesti
samo 0*1*.

Koji jos jezici ne sadrze 110? Kako dati generalan opis stringa ® koji
ne sadrzi 110 ? Ono §to je bitno za string @ je da, ako sadrzi dvije uza-
stopne jedinice, iza ne smije dolaziti nula, tj. @ ne smije biti oblika ® =
...11...0..., dok iza tacno jedne jedinice smije biti proizvoljan broj O, tj.
string @ moZe biti oblika @ =0...0100...0100...0...100...011...1 =

10* 10* 10*
0...010°10"...10"11...1=0...0(10")*11...1 = 0*(10%)*1*,
—_— S~~~ S~——
(10%)* 0* 1
Znaci, B=0*(10")*1". .

Regularan jezik definiSemo na analogan nacin kao i regularne izraze.

Definicija 2.2 — Regularan jezik. Za jezik A kazemo da je regularan
ako je A jednako:

(@) @,

(b) {e}:

(c¢) {a}, zanekoa € L;

(d) A1 UAy;

(e) A1Az;

(" A7,

pri ¢emu su A; 1 A; regularni jezici.

Znacdi, jezik je regularan akko ga neki regularan izraz generiSe. U nastavku
dajemo primjere regularnih jezika.

Uocdimo da je i jezik A" := AA* = U,:’IA" regularan jezik. Ako € ¢ A,
tada A" = A*\{€}. Sa druge strane, za € € A imamo da vazi A* = A*.

= Primjer 2.4 Jezik A = {® | @ je neparne duZine} je regularan.
Posmatrajmo neki string neparne duZine, npr. @; = 101101001. MoZemo ga

podijeliti na slijedeci nacin: w; = 10|11|01]00|1. Znadi, string neparne duZine
se sastoji od odredenog brojas stringova duZine 2 1 na kraju se nalazi string
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duzine 1. Svi stringovi duZzine dva su: 00,01,10,11, a svi stringovi duZine 1
su: 0,1.

Prema tome, jezik A moZemo napisati u obliku A = {00,01, 10, 11}*{0,1},
pa je odgovarajuéi regularan izraz (00U01U10U11)*(0U1). .

u Primjer 2.5 Jezik A = {® | @ ima neparan broj nula} je regularan.

Posmatrajmo neki string sa neparnim brojem nula, npr. @; = 11010111001101
1. Ovaj string moZemo podijeliti na slijedeéi nac¢in @; = 11010[11100|11011.
U svakom segmentu, osim posljednjem, imamo po dvije nule. Pored nula,
imamo i odredeni broj jedinica.

Regularan izraz, koji generi$e jezik A, je dat sa (1*01*0)*1*01*.

= Primjer 2.6 Regularan izraz koji generiSe jezik A = {® | ® sadrzi 01 kao
podstring} je dat sa ¥*01X*. Znaci, A je regularan jezik. .
 Primjer 2.7 Za jezik A = {w | |@| < 5}, odgovarajudi regularan izraz je
(eUOU)U(eUOUT)U(eUOUT)U(eUOUT)U(eUOUL), paje A regularan

jezik. .
= Primjer 2.8 Jezik A = {€,0} je regularan, jer ga generiSe regularan izraz
eUO. ]
= Primjer 2.9 Jezik A = O je, po definiciji, regularan. .

Kada posmatramo neku klasu objekata, koje se operacije mogu izvoditi
nad objektima, a da ostanemo u istoj klasi? Preciznije, koje operacije moZemo
izvoditi nad regularnim jezicima, a opet dobijemo regularan jezik? O tome
govori slijedeéa tvrdnja.

Tvrdnja 2.1 Neka su A i B regularni jezici. Tada su i slijedeéi jezici
regularni:

(a) AUB - zatvorenost u odnosu na uniju;

(b) AB - zatvorenost u odnosu na nadovezivanje;

(c) A* - zatvorenost u odnosu na zvjezdicu;

(d) ANB - zatvorenost u odnosu na presjek;

(e) A - zatvorenost u odnosu komplement.

Dokaz. Dokaz za (a), (b) 1 (c) slijedi direktno iz Definicije 2.2(d)-(f).
Da bi dokazali (d) 1 (e) koristiCemo tzv. konacne automate. |
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¢ Ranije smo rekli da ¢emo probleme na formalan naCin predstavljati pomocu
jezika. Koji je problem pridruZen jeziku A = {® | ® ima neparan broj nula}?
Odgovarajuéi problem je P:"Da li dati string ima neparan broj nula?".

Odgovor na ovo pitanje moZe biti "Da, ima neparan broj nula" ili "Ne, nema
neparan broj nula". Inace, sve éemo probleme postavljati u obliku na koji se moze
odgovoriti sa "Da/Ne".

2.2 Deterministicki konacni automati

Zapocecemo sa primjerom deterministickog konacnog automata, koje ¢emo
jos nazivati i DFA (skradenica od Deterministic Finite Automaton).

Slika 2.1: Primjer deterministickog konacnog automata (DFA).

= Primjer 2.10 Na slici 2.1 je dat primjer dijagrama stanja DFA. Princip rada
DFA je slijedeci. Uvijek pocinje u istom pocetnom stanju i prima ulazni string.
String se Cita slijeva nadesno i prilikom svakog Citanja simbola automat prelazi
na slijedece stanje. DFA prestaje sa radom nakon §to procita string.
(i) Pocetno stanje je go i oznaCavamo ga sa ulaznom strelicom. Prilikom
izvrSavanja, automat uvijek pocinje iz pocetnog stanja.
(if) Automat moZe imati nula ili viSe zavr$nih (prihvatnih) stanja. ZavrSna
stanja oznaCavamo sa dvostrukim kruznicama. U ovom primjeru, za-
vr$na stanja su gj 1 g3.
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(iii) Uzecemo da je w = 1101 ulazni string i ispisacemo niz stanja kroz koje

prolazi automat. Daéemo dva zapisa.

Prvi zapis je u obliku: gg N q3 LN q3 9 q> N q0-

Niz stanja moZemo zapisati i ovako: go1101, 1¢3101, 11¢301, 110g,1,
1101go. U ovom zapisu procitani dio stringa ide ispred, a neprocitani
iza oznake za stanje.

(iv) Ako, nakon Citanja stringa, automat zavrsi u zavrSnom stanju, tada
kaZemo da automat prihvata string. String @ = 1101 dati automat ne
prihvata, jer njegovim Citanjem zavrSava u stanju g, koje nije prihvatno
stanje.

Primjer stringa koji dati automat prihvata je @; = 10, jer nakon Sto ga
procita zavrsi u stanju g, koje je prihvatno stanje.

Da bi formalno definisali DFA, potrebno je da uo¢imo njegove elemente.
Svaki DFA ima skup stanja 1 njega oznaCavamo sa Q. U prethodnom primjeru
imamo Q = {qo,41,92,493}. Alfabet koji koristimo da formiramo stringove
ozna¢avamo sa X. Ako ne naglasimo, podrazumijevamo da je £ = {0, 1},
Sto je slucaj i u prethodnom primjeru. Svaki DFA ima tacno jedno pocetno
stanje i njega smo oznacili sa go. Skup zavrSnih stanja oznacavamo sa F i
imamo F = {q1,q>}. MozZda najbitniji dio DFA je funkcija tranzicije. Nju
oznacavamo sa 0 i na dijagramu je predstavljena pomocu usmjerenih grana sa
oznakama 01 1. Ovu funkciju moZemo prikazati i tabelarno:

§lao | a1 | a2 | 93
Olqi|q3|q1|q
Llgs|q2]q | g3

Vidimo da je 6(go,0) =¢116(qo,1) =¢g3,te 6 : O x X — Q.

Funkcija tranzicije se naziva petlja ako pocinje i zavrSava u istom stanju.
U prethodnom primjeru imamo petlju kod stanja g3 prilikom ¢itanja simbola
1.

Sada dajemo i1 formalnu definiciju DFA.

Definicija 2.3 — Deterministicki konacni automat. Deterministic¢ki
konacni automat je uredena petorka (Q, X, 8, qo, F), pri ¢emu

1. Q je konacan skup stanja;

2. X je alfabet;
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3. §: Q x X — Q je funkcija tranzicije;
4. qo € Q je pocetno stanje;
5. F C Q je skup zavrSnih stanja.
Sama definicija DFA nam ne daje na koji na¢in DFA funkcioniSe. Za to
nam je potrebna slijedeca definicija.
Posmatrajmo opet primjer 2.10 1 ulazni string @ = 1101. Sa ovim ulazom,
automat je prolazio kroz niz stanja: (qo,q3,93,92,90). Ovaj niz nazivamo
racunanje DFA nad ulaznim stringom @.

Definicija 2.4 — Racunanje DFA nad ulaznim stringom. Neka je D =
(0,X,6,q0,F) DFA, 0 = o) ...04, o; € X (i = 1,...,k). Za niz stanja
(q0,---,qx) iz Q kaZzemo da je racunanje DFA D nad ulaznim stringom @,
ako je go pocetno stanje od D i gi+1 = 6(qi, @ir1) (=0,...,k—1).

Ako g, € F, kazemo da D prihvata @. U suprotnom kazemo da D ne
prihvata ili da odbija ®.

Postavlja se pitanje kakve probleme moZe rjeSavati DFA? U formalnom
smislu, trebamo uspostaviti vezu izmedu DFA i odredene klase jezika. Zato je
zanimljiv skup svih stringova koje odredeni DFA prihvata.

Definicija 2.5 — Prepoznavanje jezika. Neka je D DFA i A = {o |
D prihvata w}. Tada kaZemo da D prepoznaje jezik A i piSemo A = L(D).

Neka je D DFA iz primjera 2.10. Tada imamo 1101 ¢ L(D) i 10 € L(D).
U slijede¢im primjerima ¢emo za date jezike konstruisati DFA koji ih
prepoznaju.
= Primjer 2.11 DFA koji prepoznaje jezik A = {® | @ je parne duZine} je dat
na slici 2.2.

0,1
0,1

Slika 2.2: DFA koji prihvata string akko je parne duZine.

Objasnimo princip rada ovog automata. Automat se na pocetku nalazi u stanju
qo- Koji god simbol da procita, preci e u stanje ;. Zatim, nakon Citanja
slijedeceg simbola prelazi u stanje qo, itd. Znaci, nakon procitanog 1-og, 3-eg,
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5-o0g,... simbola preci ¢e u stanje g, dok nakon procitanog 2-og, 4-og, 6-0g,...
simbola preci ¢e u stanje go. Prema tome, automat ée zavrsiti u prihvatnom
stanju, tj. u go, akko je string parne duZine.

U ovom primjeru smo uveli dva stanja: gg i g - jedno za parna mjesta,
a drugo za neparna mjesta u stringu. Stanja qq i ¢; smo iskoristili kao neku
vrstu memorije - pomocu ovih stanja smo pamtili da li smo procitali paran ili
neparan broj simbola. Ovo je ideja koja se Cesto koristi u konstruisanju DFA;
stanja koristimo kao neku vrstu ograni¢ene memorije, pomocu koje, na neki
nacin, memoriSemo osobinu procitanog stringa. .

K Jezik predstavlja formalan naCin zapisivanja problema. Ako automat prepoznaje
neki jezik, tada dati automat rjeSava odgovarajuéi problem.
Posmatrajmo prethodni primjer. Imali smo jezik A = {® | @ je parne duZine}.
Problem koji odgovara jeziku A je: "Da li je dati string parne duZine?".
Konstruisan je DFA (oznacimo ga sa D) koji prepoznaje jezik A. Znali D prihvata
string akko je parne duzine. Ako automat zavr$i u prihvatnom stanju, mozemo
rec¢i da vraca accept, a ako zavr$i u neprihvatnom stanju, vraéa reject. Prema
tome, D(®) = accept ako je @ parne duZine, te D(®) = reject ako je @ neparne
duZine.
Znaci, DFA D za proizvoljan string moZe odrediti da li je parne duZine ili ne. Na
ovaj nacin, automat D rjeSava problem: "Da li je dati string parne duZine?".

= Primjer 2.12 Konstruisati DFA koji prepoznaje jezik A = { @ | @ ima neparan
broj nula}.

RjeSenje je dato na slici 2.3.

Slika 2.3: DFA koji prihvata string akko ima neparan broj nula.

Pojasnimo rad ovog automata. Sta je nama bitno kod stringova koje
posmatramo? Bitno nam je samo koliko nula ima dati string, tj. da li ih ima
paran ili neparan broj. Znaci, jedinice nam nisu bitne. Prema tome, automat
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ne mora reagovati kada procita jedinicu, tj. ne mora promijeniti stanje. Zato
imamo petlju kod svih stanja u slucaju da je procitani simbol 1.

Automat reaguje, tj. mijenja stanje, samo ako procita 0. Da li je procitao
paran ili neparan broj nula, memorise pomocu stanja gg i g1 - slicno kao u
primjeru 2.11. .

= Primjer 2.13 Zajezik A = {® | ® sadrzi 001 kao podstring} konstruii DFA
koji ga prepoznaje.

Odgovarajuc¢i DFA je dat na slici 2.4.

1 0 0,1

OO CREC

Slika 2.4: DFA koji prihvata string akko ima 001 kao podstring.

Objasnimo rad ovog automata. Na pocetku, automat ignorise jedinice, jer
mu niSta ne znace. Zato imamo petlju na stanju go.

Prva znacajna informacija mu je ako naide na 0. U tom slucaju, automat
reaguje, tj. mijenja stanje i prelazi na ¢;. U slucaju da nakon prve nule procita
jedinicu, niSta od procitanog mu ne vrijedi i mora krenuti od pocetka. Zato se
vraca na pocetno stanje.

Ukoliko nakon prve nule, procita i drugu nulu, dobija jo$ jednu znacajnu
informaciju, pa zato mijenja stanje, tj. prelazi u ¢,. Ukoliko ima nula i nakon
druge nule, one mu niSta ne vrijede, te zato ne reaguje, tj. ne mijenja stanje.
Automat ¢e reagovati samo ako nakon nekog vremena naide na jedincu. To Ce
znaciti da ulazni string ima 001 kao podstring 1 automat ¢e prihvatiti ulazni
string. Ostatak stringa automat ¢e da procita, ali ¢e ostati u prihvatnom stanju
- zato imamo petlju na g3. .

= Primjer 2.14 Dat je jezik A = {® | |@| < 5}. TraZeni DFA je dat na slici
2.5.
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Slika 2.5: DFA koji prihvata string akko je duZine manje od 6.

= Primjer 2.15 DFA koji prepoznaje jezik A = {&,0} je dat na slici 2.6.:

Slika 2.6: DFA koji prihvata string akko je jednak O ili €.

= Primjer 2.16 Posmatrajmo jezik A = &.

Koji DFA prepoznaje ovaj jezik? To je automat koji ne prihvata nijedan string.
Da bi to bilo ispunjeno, dovoljno je da automat nema prihvatnih stanja. Znaci,
bilo koji automat bez prihvatnih stanja prepoznaje jezik A.

MozZemo reci 1 generalnije; bilo koji DFA, kod kojeg ne postoji usmjereni
put od pocetnog stanja do nekog od zavr$nih stanja, prepoznaje jezik A. =

= Primjer 2.17 Konstruisi DFA koji prepoznaje jezik A = {® | @ sadrzi 1101
kao podstring}.

RjeSenje je dato na slici 2.7.
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Slika 2.7: DFA koji prihvata string akko sadrzi 1101 kao podstring.

g Iz primjera i definicije smo vidjeli da DFA (ita string sa lijeva nadesno. Nije
nepravilno ako se string Cita i sa desna nalijevo. Razlog za to lezi u Cinjenici da
jezik A prepoznaje neki DFA, akko jezik AR prepoznaje neki DFA (vidi zadatak
2.10).

U slijede¢em primjeru konstruiSemo DFA koji Cita string sa desna nalijevo.

= Primjer 2.18 Posmatrajmo problem sabiranja binarnih brojeva. Tako npr.
vazi

1 10 01 10
+ I 0. Ovo moZemo zapisati i kao: + 0 0 1 O,
=1 000 =1 0 0 0
O |1 (1] 10
odnosno |0 (O] |1 [O
1] 10] (O] [O]

Ovo je motivacija za slijedeci alfabet 1 jezik. Neka je

ol [o] [o] [o] [1 1 1
=< |of|.,(of,|t],]|1],]|0],|of,|1],
ol |1| (o] [1| (o] |1| |0

iX={w|w € X* pricemu je binarnizbir prve dvije vrste od ® jednak trecoj}.

o] [1] 1] [o o] [1] o] [1
Takonpr. |0| (O] |1| |O| €X,dok |O] [O] |1| |O] ¢ X.
1{10] 10| |0 1I{ 0] [O] |O

Znad&i, simboli alfabeta su vektori-kolone, a string iz X* je niz vektora-
kolona.
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Zadatak je da se konstruiSe DFA koji prepoznaje jezik X. RjeSenje je dato
na slici 2.8. U ovom primjeru podrazumijevamo da automat Cita string sa
desna nalijevo.

Slika 2.8: DFA koji rjeSava problem zbira binarnih brojeva.

Prilikom sabiranja binarnih brojeva po kolonama, u narednu kolonu
mozZemo prenijeti 0 ili 1. Ako prenosimo 0, prelazimo u stanje gp, a ako
prenosimo 1, prelazimo u stanje ¢g;. Znaci, pomodu stanja go i ¢; pamtimo
koji smo broj prenijeli iz prethodne kololone.

Objasnimo konstrukciju DFA na nekoliko primjera.

Ako se nalazimo u stanju gg i ¢itamo simbol |1, to znaci da smo iz
prethodne kolone prenijeli 0 i imamo 0+0+1 = 1._11)}ema tome u slijedeéu
kolonu prenosimo 0, pa ostajemo u stanju gq. o
Ako se nalazimo u stanju g i ¢itamo simbol i , to znaci da smo iz
prethodne kolone prenijeli O i imamo 0+ 1+ 1 —|—_(§)_: 10. Prema tome u

slijedecu kolonu prenosimo 1, pa prelazimo u stanje g .
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0
Ako se nalazimo u stanju g i ¢itamo simbol |1 |, to znaci da smo iz

0
prethodne kolone prenijeli 0 i imamo 0+ 140 = 1. Ovdje imamo nemoguéu
situaciju, jer simbol u trecoj vrsti (tj. 0) ne odgovara simbolu koji smo dobili
sabiranjem (tj. 1). Zakljucujemo da zbir prve dvije vrste ulaznog stringa, nije
jednak trecoj vrsti, pa automat ovaj string odbija. Zato prelazimo u stanje

dreject-
1
Ako se nalazimo u stanju ¢ i ¢itamo simbol [0], to znaci da smo iz
0

prethodne kolone prenijeli 1 i imamo: 1414040 = 10. Prema tome u
slijedecu kolonu prenosimo 1, pa ostajemo u stanju ¢.

Sli¢no vaZi i za sve ostale situacije.

Posto na kraju sabiranja, ne prenosimo 1 u slijedecu kolonu, stanje g je
zavrs$no stanje. u

OlfL][1][0
Zadatak 2.1 — Za samostalan rad. Stringove @1=[(0[|0f|1]||0leX i
L[{O[{O[[O

Of|1]]10](1

@=[0([0]]1]]0|[£X uzeti kao ulazne stringove za automat iz prethodnog
1{{0]]0][O

primjera, te ispisati odgovarajuéi niz stanja. .

U slijedeca tri primjera ¢emo konstruisati presjek, uniju i komplement
DFA na datim primjerima. Postupci su generalni i mogu se primijeniti na bilo
koji DFA.

= Primjer 2.19 — Presjek DFA. Neka su D; i D, DFA. Na primjeru ¢emo
demonstrirati kako konstruisati njihov presjek, tj. kako konstruisati DFA D
tako da je L(D) = L(D;) NL(D»).

Neka su D = (Q1,X, 81,a0,F1) i D> = (02,%, 02, bo, F>) DFA koji prepozna-
ju jezike A = {® | @ je parne duZine} i B = {® | ® ima neparan broj nula}
(primjeri 2.11 i 2.12). Na koji na¢in ¢emo konstruisati D = (Q,X, 8, qo,F)?
Da bi D prihvatio neki string @, moraju ga prihvatiti automati D i D;.
Automate D; i D, ¢emo pokrenuti paralelno i posmatrati stanja kroz koja
prolaze. Ako oba automata zavrSe na prihvatnom stanju, D e prihvatiti ®.
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Na koji nacin ¢emo posmatrati paralelno stanja kroz koja prolaze Dy i D,?
To ¢emo uraditi tako Sto ée svako stanje automata D biti ureden par stanja iz
D1 1 Dy. Prelazeci kroz stanja automata D zapravo ¢emo prolaziti kroz stanja
automata D1 1 D, paralelno (slika 2.9).

Znaéi’ Q - Ql X Q2 - {(a05b0)7 (a()?bl); (a17b0)7 (al;bl)}-

Slika 2.9: (a) DFA koji prihvata string akko je parne duzine. (b) DFA koji prihvata
string akko ima neparan broj 0. (¢) DFA koji je presjek automata pod (a) i (b). Prema
tome, prihvata string akko je parne duZine i ima neparan broj nula.

Da bi D prihvatio string, oba automata D i D, moraju zavrSiti u prihvatnim
stanjima. Znali, F = F) x F, = {(a,b) |a € F1,b € F5} = {(ao,b1)}.
Za funkciju tranzicije vazi:

5((a,b),a) = (81 (a,a), & (b,a0)).

Tako, npr. imamo: & ((ag,bo),0) = (61(ap,0),02(bo,0)) = (a1,b;). Ponavlja-
juci prethodni postupak za svako stanje i svaki simbol alfabeta, dobijamo
tabelu:

8 | (a0,bo) | (a0,b1) | (a1,b0) | (a1,b1)
0 | (a1,b1) | (a1,bo) | (ao,b1) | (ao,bo) -
1| (a1,bo) | (a1,b1) | (ao,bo) | (ao,b1)

= Primjer 2.20 — Unija DFA. Neka su A i B jezici iz primjera 2.19. Konstruk-
cija unije automata Dj i D, je skoro identi¢na konstrukciji presjeka automata,
pa se ostavlja Citaocu.
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Jedina razlika je kod zavrsnih stanja. Naime, D prihvata string akko ga pri-
hvata Dy ili D,. Prematome F = {(a,b) |a€ Fy ili b € F,} = {(ao,bo), (a0, b1),
(a1,by)}. Stanja, kao i funkcija tranzicije su ista kao u primjeru 2.19. .

= Primjer 2.21 — Komplement DFA. Neka su A i D jezik i DFA iz primjera
iz primjera 2.13 1 slike 2.4. KonstruiSimo komplement od Dy, tj. konstru-
isimo automat D' = (Q',X,8',a',F') tako da vazi L(D') = L(D)) =A = {® |
o ne sadrzi 001 kao podstring}.

Konstrukcija je jednostavna. Stanja i funkcije tranzicije su nepromijenjene,
tj. vazi: Q' = 01,6’ = 8;,d' = ap. Zavrina stanja mijenjaju uloge, tj. stanja
koja nisu bila zavr$na postaju zavr$na, a ona koja su bila zavrs$na to vise nisu.
Formalnije, F’ = Q\F (slika 2.10). .

& e

Slika 2.10: DFA koji je komplement DFA iz primjera 2.13 i slike 2.4.

Zadatak 2.2 — Za samostalan rad. Konstruisati razliku dva DFA. Ako

su dati automati D i D;, potrebno je konstruisati DFA D takav da vazi
L(D) = L(Dy)\L(D;). .

Da bi povezali konacne automate i regularne jezike, te na taj naCin dokazali
neke osobine regularnih jezika, potrebno je uvesti malo fleksibilniju verziju
DFA. Zato definiSemo nedeterministicke konacne automate ili skraéeno NFA
(eng. Nondeterministic Finite Automaton).

Nedeterministicki konacni automati

U ovom odjeljku uvodimo automate koji su naizgled moéniji od DFA, ali
kasnije ¢emo dokazati da su ekvivalentni sa DFA.

= Primjer 2.22 Dat je nedeterministi¢ki konacni automat (NFA - Nondeter-
ministic Finite Automaton) (slika 2.11).



30 Poglavije 2. Konac¢ni automati

Slika 2.11: Primjer nedeterministiCkog kona¢nog automata (NFA).

1. Uocimo neke razlike u onosu na DFA. NFA moze imati viSe strelica za
jedan znak - vidi stanje g koje ima dvije strelice za znak 1. Strelicama moZze
biti pridruzen simbol €, koji predstavlja prazan string. To znaci da sa jednog
stanja moZemo preci na drugo stanje bez Citanja simbola sa ulaznog stringa.
Ukoliko, za procitani simbol, dato stanje nema definisanu izlaznu strelicu,
tada NFA odbija string.

2. Za ulazni string w; = 001 da¢emo niz stanja.

Ukoliko stanju NFA odgovara viSe izlaznih strelica za jedan simbol, tada
se NFA dijeli na viSe NFA (za svaku strelicu po jedan) i svaka kopija NFA
nastavlja sa izvrSavanjem, nezavisno od drugih kopija. Sli¢na je situacija i
kada dodemo u stanje iz kojeg izlazi strelica sa €. Nastaje onoliko kopija
automata koliko imamo stanja u koje mozemo do¢i iduci samo preko € strelica.

Niz stanja, datog NFA za ulazni string @y, je dat na slici 2.12. Vidimo da
struktura koju smo dobili zapravo nije niz, ve¢ stablo. Ovako konstruisano
stablo ¢emo nazivati racunanje NFA nad ulaznim stringom. Listove dobijenog
stabla oznaCavamo sa X ili v/, zavisno od toga da li je ulazni string odbijen ili
prihvaéen. Put od korjena stabla do jednog lista nazivamo grana racunanja.
Ukoliko barem jedna grana raCunanja prihvata string, kazemo da dati NFA
prihvata dati ulazni string. Da bi NFA odbio ulazni string, sve grane raCunanja
moraju odbiti dati string.

Znaci, dati NFA prihvata string @;.
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40001 & 4,001 43001

| L0

04101 x 0go01 & 09,01 —E— 04301

lo o

00g;1  x00gol & 00ga1 —E— 00g31

/ N\ AL

001gs —5— 001g3 001g3 x 001gs = 001g3 001g,

Ve X X v X X

Slika 2.12: Primjer racunanja NFA nad ulaznim stringom.

0 1 €
o | {a1} 2 Aa}
3.8jedatokao: ¢ | @ A{q,q3} @
2| 2 Ap} g}
a3 | {q0}  {a1} g
Uocimo da sada vazi 6 : Q X Lz — Z(Q), pri Cemu je &(Q) partitivni
skup skupa Q.

U slijedece dvije definicije formalizujemo prethodna razmatranja vezana
za NFA.

Definicija 2.6 — Nedeterministicki konac¢ni automat. Nedetermini-
sti¢ki konac¢ni automat je uredena petorka (Q,%, 8, qo, F ), pri cemu

1. Q je konacan skup stanja;

2. X je konacan alfabet;

3. §:0x X — Z(Q) je funkcija tranzicije i Z2(Q) je partitivni skup

skupa Q;
4. qo € Q je pocCetno stanje;
5. F C Q je skup zavrSnih stanja.

NFA mozemo shvatiti kao maSinu koja je u stanju da vrSi paralelno racu-
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nanje. Stablo na slici 2.12 prikazuje na koji na¢in NFA vrsi raCunanje. Radi
jednostavnije definicije, umjesto stabla, posmatraéemo skup nizova: R =

1(q0,91),(490,92), (90,92,93:90,91,92) (40:92,93,90,91,92,93), (90,92,43,
6]0761176]3)a (40742743740742>7 (‘]0:6]276137610:6]276137610)a (QO,QZ,Q&QO,@,%,QO,
f]27‘]2); (CIO7C]27CI376]076]276]376]076]276127‘]3)7 (QOaf]27‘]37‘]07‘]27‘]37%7‘]27%7‘]1)}-

Zadatak 2.3 — Za samostalan rad. Posmatrajmo NFA sa slike 2.13.
Dati jedan ulazni string za koji NFA nikada ne staje sa radom. Kazemo da
dati NFA ulazi u beskonacnu petlju.

MoZemo zakljuciti da NFA ulazi u beskonacnu petlju, za neki ulazni
string, akko ima ciklus sastavljen od &-strelica.

Na koji nacin biste izbjegli beskonacnu petlju kod NFA? n

Slika 2.13: Primjer NFA koji ulazi u beskonacnu petlju za odredeni ulazni string.

Definicija 2.7 — Racunanje NFA nad ulaznim stringom. Neka je N =
(Q,X,8,q90,F) NFAi ® = 0 ..., ulazni string. Sa R; oznacimo skup
svih konacnih nizova (qo, - . .,qx) stanja od N takvih da vazi:

1. qo je pocCetno stanje od N;

2. qiv1 €0(qi,Biv1), Bir1 €Ze ((i=0,...,k—1);

3. ﬁl...Bk:a)ili (ﬁl-uﬁk: 061...065,.9<ni3(qk,0£s+1) :@)_

Sa R, oznacimo skup svih beskonacnih nizova (g, - ., g, - - .) stanja
od N takvih da vazi:

1. go je pocetno stanje od N;

2. giv1 € 6(qi,Biv1), Bir1 €Ze (i=0,1,...);

3. Bl...Bk:al...as,sgniﬁjzs,Vj>k.
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Tada R = 93| UK, nazivamo racunanje automata N nad ulaznim stringom
®. Ako postojiniz (qo, - . ., qx) € PR takav da je gy zavr$no stanjei B ... B =
o, tada kazemo da automat N prihvata string @. U suprotnom kazemo
da automat N odbija (ili ne prihvata) string ®. Element (tj. niz) iz R
nazivamo grana racunanja automata N nad ulaznim stringom ®.

= Primjer 2.23 Dati NFA sa tri stanja koji prepoznaje jezik 0*1*0™.

Automat je dat na slici 2.14.

SHORTD

Slika 2.14: NFA sa tri stanja koji prepoznaje 0*1*0*.

Upotrebom petlje na stanju ¢; moZemo konstruisati proizvoljan niz nula,
tj. element iz 0*. Prelaskom preko e-strelice ne dodajemo dodatne simbole.
Upotrebom petlje na stanju g, konstruiSemo proizvoljan niz jedinica, tj. ele-
ment iz 1*. Prelaskom preko slijedece strelice dodajemo jednu nulu, §to
zajedno sa petljom na stanju g3 daje proizvoljan niz nula sa barem jednom
nulom, tj. element iz 0*. .

= Primjer 2.24 Dati NFA koji prepoznaje jezik A = X*001X*100L* = {o |
o ima 001'100 kao podstring, za neko @’ € L*}.

Sli¢nu funkcionalnost imate u MS Word-u kada traZite tekst sa specijalnim
simbolima. Ovom primjeru bi odgovaralo traZenje rijeci "001 « 100", pri cemu
* mijenja proizvoljan tekst.

Dijagram stanja trazenog NFA je dat na slici 2.15.
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Slika 2.15: NFA koji prepoznaje jezik A = {® | @ ima 001®’100 kao podstring,
zaneko @' € X*}.

Ovu masinu ozna¢imo sa N. VaZzi da N prihvata neki string @ akko
® = 00010'100w,, za neke w;, ', ®, € *. Stanje ¢, sluzi da procita @;.
Sli¢no, u stanju gs Citamo @', te u g9 Citamo @,. Uloga ostalih stanja je jasna
- pomo¢u njih ¢itamo 001 1 100.

Kako N odreduje na koje mjestu prestaje sa Citanjem prefiksa w;, te
zapocinje sa Citanjem 001? Ova maSina to ne moZe odrediti. Kao §to smo
vidjeli u primjeru 2.22, ako iz trenutnog stanja izlazi e-strelica, tada maSina
grana na dva slucaja: kada uzimamo é&-strelicu 1 kada ne uzimamo. Na ovaj
nacin dobijamo viSe slucajeva, tj. grana raCunanja.

Dovoljno je da samo jedna grana racunanja prihvati string. Uzmimo npr.
string @ = 1100010010011, pri ¢emu je @ = 110, ' =001 @, = 11. Jedna
od grana racunanja, koja prihvata dati string, je data sa: ¢; 1100010010011,
1¢;100010010011, 114;00010010011, 1100010010011, (sada idemo preko
e-strelice) 110g,0010010011, 11003010010011, 11000¢g410010011, 110001
50010011, 1100010¢5010011, 11000100g510011, (opet prelazimo preko &-
strelice) 11000100¢610011, 110001001¢470011, 1100010010¢g011, 11000100
100g911, 110001001001¢91, 110001001001 1g9. String je procitan do kraja
1 zavr$ili smo u prihvatnom stanju. Na ovaj nacin smo odredili jednu granu
racunanja koja prihvata dati string, pa i N prihvata dati string.

Ako Zelimo demonstrirati da neka maSina ne prihvata dati string, onda
to moZemo uraditi tako Sto konstruiSemo cijelo stablo racunanja (kao u pri-
mjeru 2.22). Drugi nacin je da dokazemo da masina nece prihvatiti string,
posmatranjem raznih slucajeva, ali ovo neéemo raditi zbog sloZenosti.

Na ovom primjeru vidimo da su NFA fleksibilnije maSine od DFA. .

Slijedeci pojam objaSnjava kada su dvije maSine susStinski jednake.
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Definicija 2.8 — Ekvivalentnost masina. Za dvije masine M; i M, kazemo
da su ekvivalentne ako vazi L(M,) = L(M,).

Ocigledno je svaki DFA ujedno i NFA bez € i viSestrukih strelica. To
znaci da je skup svih DFA sadrzan u skupu svih NFA. Postavlja se pitanje
da li postoji 1 koji je to jezik kojeg neki NFA prepoznaje, a nijedan DFA ne
moze prepoznati? Uskoro éemo dokazati da takav jezik ne postoji. Za svaki
jezik kojeg neki NFA prepoznaje moZemo konstruisati neki DFA koji ¢e ga
prepoznati. Intuitivno, ovo znac¢i da NFA nisu "moéniji" automati; prepoznaju
istu klasu jezika kao i DFA.

U slijede¢em primjeru ilustrujemo kako proizvoljni NFA konvertovati u
ekvivalentan DFA.

= Primjer 2.25 Za NFA iz primjera 2.22 konstruisati njemu ekvivalentan DFA.

NFA je neka vrsta paralelnog racunanja, tj. u jednom trenutku, automat se
moZe nalaziti u viSe stanja. Konstruisanje ekvivalentnog DFA predstavlja
pretvaranje paralelnog racunanja u "obi¢no", sekvencijalno racunanje. To
radimo tako Sto skup svih stanja u kojima se DFA nalazi shvatimo kao jedno
stanje.

Sa D oznac¢imo DFA ekvivalentan sa N, pri ¢emu je N NFA iz primjera
2.22. Skup stanja automata D je Z2(Q(N)). PoCetno stanje od D je skup koji
se sastoji od poCetnog stanja N i svih stanja do kojih mozemo doci prelazeci
samo preko €-strelica (slika 2.16). ZavrSna stanja od D su stanja kojima
odgovaraju skupovi koji sadrze barem jedno zavr$no stanje automata N.

Iz automata N imamo:

0 1

e g0 — {aq1}. g0 = &;

o 41 %2, q1 5 {3}

o %D 4 {3}

0 1

* 93—~ {q90,92,93}, 43 — {q1 }-

Na osnovu prethodne liste formiramo funkciju tranzicije automata D - vidi
tabelu 2.1.

Vrijednost npr. od 6p({g1,43},0) odredimo kao uniju vrijednosti 6(g1,0)
i 6(¢3,0), a §to je jednako @ U{qo0,92,93} = {q0,92,¢3}. Dijagram stanja
trazenog DFA je dat na slici 2.16.

Sa E(q) oznacimo skup svih stanja automata N do kojih moZzemo do¢i
polazeéi od ¢ i prelazeci samo preko €-strelica, zajedno sa stanjem g. Tako
imamo E(qo) = {q0,92,43}, E(q1) ={a1}, E(q2) = {q2,93},E(q3) = {q3}-
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op 0 1
] ] ]
{q0} {a1} )
{a1} ) {92,493}
{g2} % {92,943}
{93} {90,92,93} {q1}
{90,91} {q1} {92,493}
{90,902} {q1} {92,493}
{q90.93} {90,91,92,93} {a1}
{91,492} o {92,493}
{91,493} {90,92,03}  {q1,92,93}
{92,93} {90, 92,93}  {91,92,93}
{9091, 92} {a1} {92, 93}
{90,q1,93} | {90,91,92,93} {q1,92,493}
{90,92:93} | {90,91,92,93} {q1,92,93}
{q1,92,93} {90,92,03}  {q1,92,93}
{90,91,92,93} | {q90,91,92,93} {a1,92,93}

Tablica 2.1: Funkcija tranzicije za DFA iz primjera 2.25.

Kada iz automata sa slike 2.16 izbacimo beskorisna stanja dobijemo au-
tomat na slici 2.17. Za stanje ¢’ kazemo da je beskorisno stanje ako ne postoji
usmjeren put od poetnog stanja do ¢'.

k) Uotite da, u prethodnom primjeru, nismo morali odredivati funkciju tranzicije za
sva stanja sa slike 2.16, ve¢ samo za stanja koja se nalaze na slici 2.17.

Podsjetimo se da je svaki DFA ujedno i NFA. Slijedeéa teorema govori da,
u odredenom smislu, vazi i obratno.

Teorema 2.1 — Ekvivalentnost NFA i DFA. Za svaki NFA postoji njemu
ekvivalentan DFA.

Dokaz. 1deja dokaza je opisana u primjeru 2.25, pa predlazemo da ga pogle-
date prije Citanja ovog dokaza.

Nekaje N =(Q,X, 8,90, F) NFA. Konstrui§imo DFA D= (Q', X, &', q;), F')
na slijedeci nacin.



2.3 Nedeterministicki konacni automati 37

Slika 2.16: DFA ekvivalentan sa NFA iz primjera 2.22.

Sa E(q) (¢ € Q) oznalimo skup stanja automata N do kojih moZemo
do¢i pocinjuéi u g 1 prelaze¢i samo preko €-strelica zajedno sa stanjem gq.
Ocigledno, g € E(q) za svako g € Q.

Uzmimo Q' = Z(Q), tj. stanja automata D su podskupovi od Q.

Pocetno stanje definiSemo kao g, = E(qo), tj. skup koji se sastoji od stanja
automata N do kojih moZemo do¢i pocinjuci od g 1 prelazeéi samo preko
e-strelica.

Skup zavr3nih stanja automata D definiSemo kao F' = {X | X C Q,XNF #
@}. Drugim rijeCima, stanje X € Z?(Q) automata D je zavr$no samo ako
sadrzi barem jedno zavr$no stanje automata N.

Sada definiSimo 1 najbitniji dio svakog automata, funkciju tranzicije. Neka
jeX € Z(Q) (4. X € Q). Uzmimo &'(X, &) = U,ex E(6(g, @)). Pojasnimo
posljednju relaciju. Ako imamo skup stanja X u kojima se automat N nalazi
u odredenom trenutku, tada skup stanja u kojima se automat N nalazi u
slijede¢em potezu, nakon &itanja simbola @, ozna¢imo sa &' (X, o). Kako
odrediti 8’(X, &)? Svako stanje g automata N se preslikava u 6(g, @), te u sva
stanja do kojih moZemo do¢i pocinjuéi u 6(g, o) i prelazeéi samo preko &-
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90:91-92.93

Slika 2.17: DFA ekvivalentan sa DFA sa slike 2.16, dobijen izbacivanjem beskorisnih
stanja.

strelica. Ukratko, iz stanja g prelazimo u skup stanja E(J8(g, &)). Ponavljajuéi
ovaj postupak za svako ¢ € X, dobijamo 6'(X, &) = U,ex E(6(q, @)).

Dokazimo da su N i D ekvivalentni, tj. da vazi L(N) = L(D). Jedna-
kost skupova se dokazuje u dva smjera: @ € L(N) = @ € L(D), te ® €
L(D) = w € L(N).

Smijer 1.

Neka w = ;...0p € L(N), (0 € £, i =1,...,n). To znaci da automat N
prihvata string @. Dokazimo da @ € L(D). Posto N prihvata string @, postoji
niz stanja (qo, .. ., qx) tako da vazi:

1. qo je pocetno stanje of N;

2. qiv1 € 0(qi,Biv1)s Biv1 €Ze, (i =0,...,k—1);

3. Bl...[}k:al...aﬂ;

4. qr€F.

DokaZimo da automat D prihvata @, tj. da postoji niz stanja u D, koji
string ® prevode od pocetnog stanja automata D, do stanja automata D koji
sadrzi g;. Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po n.

Neka jen =0. Tadaje w =€ i B = ... = B = €. Tada do stanja
q1,---,qr mozemo doci pocinjuci od g 1 prelazeci samo preko e-strelica. Tj.
q1,---qk € E(qo). Dalje imamo g, qi,...,qx € g = E(qo) - poCetno stanje
od D. To znaci da automat D pocinje u g, i, po§to je ulazni string ® = &,
zavr$ava u ¢, tj. zavr$ava u stanju koji sadrZi gy, $to je i trebalo dokazati.

Neka tvrdnjavazizan=0,....m—1,(m > 1).

Dokazimo da tvrdnja vazi i za n = m. Neka je Bi...Br = o ..., 0,
te Bi,...Bs=0...0, 11 Bssr1 = 0. Odavde imamo Bgip = ... = B =
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€. Iz posljednje konstrukcije imamo da stringu @ ...0,_1 odgovara niz
stanja g . .. g5 iz N. Po induktivnoj pretpostavci, D prevodi string fB; ... By iz
pocetnog stanja do stanja X; C X, koji sadrzi g;.

Imamo da gy 1 € 6(gy, Bs11) i SI(XSaﬁs+l) = quXsE((s(Qaﬁs+l))' Posto
Bsi2 =...= Py =€, to iz gs11 mozemo doci do g; prelazeci samo preko €-

strelica. Prema tome, gy € E(¢s11) = E(8(gs, By+1)) € Ugex, E(8(q, Byr1)) =
0’ (X, Bs+1), §to je i trebalo dokazati.

Smijer 2.

Neka = o ...04 € L(D) (0 € £, i =1,...,n). Dokazimo da @ € L(N).
Neka je Xi,...,X, niz stanja iz D koji odgovara stringu o, te X; = g,
X, € F'. 1z definicije 6" imamo X;.1 = &' (X;, ) = Uyex, E(8(q, o)) (i =
0,...,n—1). Neka je g, proizvoljno zavr$no stanje automata N koje pripada
X,. Tada g, € X, = &' (Xy—1,0) = Uyex, , E(6(q,a)). Odavde imamo
gn € E(6(qn—1,0)), zaneko g, € X,—1. To znaci da iz g,—; moZzemo stici

u g, prelazeéi preko strelice sa oznakom o, i odredenog broja strelica sa

€

oznakom &, tj. postoje stanja q,11_] yee ,qﬁ”_’]l € Q tako da vazi g, ll qul_l —

q%_l... gqﬁ"_‘f 5 g

Analognim razmatranjem, postoji slican put od ¢,,—> do g,,—1, tj. od g,,—>
do g,. Nastavljajuci ovaj postupak, dobijamo da postoji put od gg do g,
stanja iz Q pridruZen stringu koji je sastavljen od a1, ..., &, 1 odredenog broja
simbola €. Prema tome automat N prihvata string . |

k) Ranije smo konstatovali da NFA moZe ucu u beskonacnu petlju (zadatak 2.3). Ovo
moZemo izbjeci tako Sto éemo NFA konvertovati u ekvivalentan DFA i raCunanje
vrsiti na DFA. Ovo je formalizovano u tvrdnji 4.10.

Sada dajemo tvrdnje o ekvivalentnosti DFA i regularnih izraza. Prije svake
tvrdnje dajemo primjer koji je ilustruje.

= Primjer 2.26 DFA dat na slici 2.18 konvertovati u ekvivalentan regularan
izraz.
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Slika 2.18: DFA koji konvertujemo u regularan izraz (primjer 2.26).

Dati DFA oznac¢imo sa D. Prvi korak je da ubacimo novo pocetno i novo
zavr$no stanje, koje ¢emo oznaciti sa §'1 E. Stanje S sa prethodnim pocetnim
stanjem je povezano €-strelicom. Prethodna zavrSna stanja su sa novim
zavr$nim stanjem povezana g-strelicama. Ako je neka strelica imala viSe
simbola, sada te simbole poveZzemo unijom. Prema tome, imamo novi DFA
dat na slici 2.19.

Slika 2.19: Dati DFA nakon pocetnih transformacija (primjer 2.26).

U svakom koraku ¢emo brisati po jedno stranje, te vrSiti odgovarajuce
transformacije nad DFA. Postupak se zavrSava kada ostanu samo stanja Si E.
Princip je demonstriran na slici 2.20.

Potpuni postupak je prikazan na slici 2.21.

Datom DFA je ekvivalentan regularan izraz
R=¢eU(OU)0*1[(0(0U1)U1)0*1] (eUO).

Drugim rije¢ima, L(D) = L(R), tj. D prihvata neki string @ akko R
generise @. .



2.3 Nedeterministicki konacni automati 41

O = OO

Slika 2.20: Princip izbacivanja ¢vora iz grafa. Pretpostavljamo A # B i B # C, ali
moZe biti A = C (primjer 2.26).

(b) 0

00u1l)u

€ U (0¢g)

(c) (d)

€U (0 U 1)0*1[(0(0 U 1) U 1)0*1]*(c U 0)

Slika 2.21: Postupak transformacije DFA u ekvivalentan regularan izraz (primjer
2.26). (a) DFA sa ubacenim stanjima S i E. (b) Novi automat dobijen izbacivanjem
¢vora q1. (¢) Automat dobijen izbacivanjem ¢;. (d) Automat dobijen izbacivanjem
posljednjeg stanja g3. Izraz pridruZen tranziciji (S, E) predstavlja regularan izraz
ekvivalentan datom DFA.

Prethodni primjer ilustruje slijedecu tvrdnju.

I Tvrdnja 2.2 Za svaki DFA postoji njemu ekvivalentan regularan izraz.

Dokaz. Preporucujemo da proucite primjer 2.26 prije Citanja ovog dokaza.
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Pocetni automat ozna¢imo sa Dy. Sa D oznacimo automat dobijen iz Dy
tako Sto su simboli na strelicama zamijenjeni regularnim izrazima na slijedeci
nacin. Ubacimo novo pocetno stanje S, koje je sa prethodnim pocetnim
stanjem povezano €-strelicom. Dalje, ubacimo novo zavr$no stanje, oznaceno
sa E, koje je sa prethodnim zavr§nim stanjima povezano €-strelicama.

Ako strelica (funkcija tranzicije) ima samo simbol a € {0, 1,¢}, tada a
smatramo regularnim izrazom. Ako ima dva simbola 0, 1, tada ih mijenjamo
saizrazom QU 1. Ovim zavrSavam konstrukciju automata D;.

Neka je D; automat (i > 1). Sa D,y ozna¢imo automat dobijen iz D;
izbacivanjem jednog stanja, razli¢itog od S'i E, na slijedeci nacin. Neka je B
(slika 2.20) ¢vor kojeg izbacujemo. Neka su A i C proizvoljni ¢vorovi tako
da vazi A # B, C # B, tranzicijama (A, B), (B, B),(B,C), (A,C) su pridruZeni
redom izrazi «, f3, v, 8. Nakon uklanjanja ¢vora B, tranziciji (A, C) pridruZimo
izraz aff*yU d. Prethodni postupak ponavljamo za sve ¢vorove A i C koji
zadovoljavaju navedene uslove. Uocite da mozZe biti A = C.

Prelazeci preko stanja automata D; (i > 1), od regularnih izraza pridruZenim
funkciji tranzicije mi formiramo regularan izraz. Posmatrajmo skup svih re-
gularnih izraza koje moZemo dobiti pocinjuci od S (pocetno stanje automata
D;) i zavrSavajuéi na E (zavr$no stanje automata D;). Taj skup ozna¢imo sa R.
Trebamo dokazati da skup stringova koje generisu izrazi iz R je jednak L(Dy).
Za dokaz ¢emo koristiti matematicku indukciju.

Tvrdnja je ocigledna za D, a slijedi iz naCina konstrukcije automata Dj.

Pretpostavimo da tvrdnja vazi za D; (i > 1) 1 dokaZimo da vaZzi za D; .

Neka je R regularan izraz dobijen iz automata D;. Ako je dobijen iz
usmjerenog puta P koji ne sadrzi izbaCeni ¢vor B, tada je taj put sadrZzan u
D41, pa se i regularan izraz moze dobiti iz Dj 1.

Sada pretpostavimo da put sadrzi izbaceni ¢vor B. Posmatrajmo jedno
pojavljivanje ¢vora B u putu. Prepostavimo da se B javlja tano k puta. Dalje,
neka su ¢vorovi A i C susjedi ¢vora Bu putu P, tj. put P =A —+B —B... =
B — C je sadrzan u putu P. Putu P je pridruZen izraz a3*y, koji je sadrzan u
izrazu R. Uklanjanjem &vora B dobijamo put P, = A — C, put P’ unutar D; 1,
koji sadrZi Py. Izraz R’ pridruzen P’ u Dy sadrzi aff*yU 8, koji opet sadrzi
aB*y. Prema tome R’ sadrZi R. Na sli¢an nacin dokaZemo tvrdnju ako se niz
¢vorova B javlja na viSe mjesta unutar puta P.

Dokazali smo da svaki string kojeg sadrZi neki izraz generisan iz D; je
sadrzan u nekom izrazu generisanom od strane D 1, tj. vazi L(D;) C L(D;1).
DokazZimo da vaZi obratno.
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Neka je R’ regularan izraz pridruZen putu P’, koji se nalazi unutar D; .

Ako se R’ moZe dobiti iz D;, onda nemamo $ta dokazivati.

Pretpostavimo sada da ne moZemo dobiti R’ iz D;. Tada je R’ pridruzen
putu P’ iz D; 1 koji je dobijen izbacivanje ¢vora B, koji se javlja ta¢no jednom.
Neka je P put iz D; iz kojeg je dobijen P’ i neka je P = A — B — C. Neka
je o proizvoljan string kojeg generiSe izraz R'. DokaZimo da postoji izraz u
D; koji generiSe string @. Umjesto puta P =A — B — C u D;; | imamo put
P, = A — C, kojem je pridruzen izraz o3*yU . Ako smo string @ dobili
koristeéi 8, tada se @ moze dobiti iz D; koristeéi tranziciju (A,C). Sa druge
strane, ako smo @ dobili iz o8*y, tada @ sadrZi podstring o8*y. Ovaj se
podstring moZe dobiti ako u put P, umjesto tranzicije A — C ubacimo niz
tranzicija P =A - B — B... — B — C, pri Cemu se B javlja tacno k puta.
Posljednji niz tranzicija je upravo dio puta u D;. na ovaj nacin iz P’ moZemo
konstruisati put u D; koji generise izraz koji sadrZi string ®. Znaci, ® € L(D;).
Na sli¢an nacin mozemo dokazati tvrdnju ako se niz stanja B nalazi na vise
mjesta u putu.

Iz svega imamo da je L(D;) = L(D;+1). Prema tome vazi L(Dg) = L(Dy,),
pri cemu je Dy, posljednji dobijeni automat, tj. automat koji sadrzi samo stanja
S i E. izraz pridruZen tranziciji (S, E) unutar D,, generiSe sve stringove iz
L(Dy,) = L(Dy), tj. taj izraz je ekvivalentan automatu D. |

Slijede¢im primjerima ilustrujemo operacije unije, presjeka, komplementi-
ranja, nadovezivanja i zvijezde sa NFA.

» Primjer 2.27 — Unija NFA. Uniju NFA moZemo na¢i na isti nacin kao i
uniju DFA (primjer 2.20), pri ¢emu € tretiramo na isti nacin kao i simbole 0 1
1. Pored ovog nacina, uniju NFA moZemo naci na slijedeci nacin.

Neka su N4 1 Np nedeterministicki konacni automati. Automat N, koji
prepoznaje L(Ny) U L(Ng) ¢emo konstruisati tako $to ubacimo novo pocetno
stanje i poveZemo da &-strelicama sa poCetnim stanjima od N4 i Np (slika
2.22).

= Primjer 2.28 — Presjek NFA. Presjek NFA moZemo na¢i na isti nacin kao i
presjek DFA (primjer 2.19), pri ¢emu &€ tretiramo na isti nacin kao i simbole 0
il. .

s Primjer 2.29 — Nadovezivanje NFA. Neka su N4 i Np nedeterministicki
konacni automati. Automat NV, koji prepoznaje L(N4 )L(Ng), ¢emo konstruisati
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Slika 2.22: Unija NFA. (a) Dati su automati N4 i Np. (b) Automat N je unija automata
N4 i N, tj. prepoznaje jezik L(Ny) UL(Np).
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Slika 2.23: Nadovezivanje NFA. (a) Dati su automati N4 i Np. (b) Automat N koji
prepoznaje jezik L(Ns)L(Np).
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Slika 2.24: Kleeneova zvijezda nad NFA. Automat N prepoznaje jezik L(Ny)*.

tako Sto zavrSna stanja automata A spojimo €-strelicama sa pocetnim stanjem
automata B. Pocetno stanje of Ny je pocetno stanje od N, te zavrSna stanja od
Np su zavrSna stanja od N (slika 2.23). .

= Primjer 2.30 — Operacija * na NFA. Neka je N4 nedeterministi¢ki konac-
ni automat. Automat N, koji prepoznaje L(Ny)*, ¢emo konstruisati tako
Sto ubacimo novo pocetno stanje, koje je sta prethodnim pocetnim stanjem
povezano €-strelicom. Zavr$na stanja povezemo é&-strelicama sa prethodnim
pocetnim stanjem (slika 2.24).

Zadatak 2.4 — Za samostalan rad. Ako je dat NFA Ny, kako biste
konstruisali NFA koji prepoznaje L(N4)*? .

= Primjer 2.31 Regularan izraz (0U 1)*000(0U 1)* konvertovati u ekvivalen-
tan NFA.

Drugima rijeCima, ako dati regularni izraz shvatimo kao jezik, mi trazimo
NFA koji prepoznaje jezik (0U1)*000(0U 1)*. Na slici 2.25 je ilustrovan
postupak konvertovanja regularnog izraza u NFA.

Slika 2.25a opisuje DFA pridruZenih izrazima O i 1.

Na slici 2.25b je dat NFA pridruZen izrazu OU 1. Pravilo koje smo koristili
je za uniju NFA (primjer 2.27 i slika 2.22).

Slika 2.25¢ opisuje NFA pridruzen (0U 1)*. Pravilo koje smo koristili je
za operator zvijezda nad NFA (primjer 2.30 i slika 2.24).

Za formiranje NFA pridruZenog izrazu (0U 1)*000 (slika 2.25d) smo
koristili pravilo nadovezivanja NFA (primjer 2.29 1 slika 2.23).
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Isto pravilo nadovezivanja smo koristili i za konstrukciju automata na slici
2.25e, koji je ekvivalentan izrazu (0U 1)*000(0U 1)*.

Prethodni primjer ilustruje slijedecu tvrdnju.

I Tvrdnja 2.3 Za svaki regularan izraz postoji njemu ekvivalentan NFA.

Dokaz. Prije Citanja ovog dokaza, predlazemo da proucite primjer 2.31. Neka
je R regularan izraz koji Zelimo konvertovati u NFA. Za dokaz ¢emo koristiti
matemati¢ku indukciju po n, pri ¢emu je n duZina regularnog izraza R.

Zan=11imamo R = 01ili R = 1, a ekvivalentan NFA je dat na slici 2.25a.

Neka tvrdnja vaZi za sve regularne izraze duZzine n = 1,...,k (k > 1).
DokaZimo da tvrdnja vaZi i za regularne izraze duZine k + 1. 1z definicije
2.1 imamo slijede¢e mogucnosti za R: R = R{UR,, R =R R, R = R], pri
¢emu su R; i R, regularni izrazi. Posto su duzine od R; i Ry manje od k+ 1,
na ove izraze mozemo primijeniti matematicku indukciju, tj. postoje NFA
Ny = (01,%,01,4},F1) i Ny = (02,2, 5,45, F>) koji su ekvivalentni sa R; i
R,. Posmatrajmo slucajeve.

Slucaj 1. Neka je R = R; UR,. Konstrui§imo NFA N = (Q,X,6,4 ,F) za
koji vazi L(N) = L(N;) UL(N,) (slika 2.22). Uzmimo Q = Q1 UQ, U{q'},
F = F} UF,. Za funkciju tranzicije uzimamo 0 : Q x Xz — Z(Q), 6(x,a) =
81 (x,a), 6(y,a) =81 (y,a) zasvex€ Q,y€ Qriac e, te 8(q',€) ={q|. 45}
Za ovakav NFA ocigledno imamo L(N) = L(Ny) UL(N>).

Slucaj 2. Neka je R = R R>. Sada za N (slika 2.23) Zelimo da vazi L(N) =
L(Ny)L(N,). Uzmimo Q = Q1 UQs, ¢’ = ¢, F = F». Za funkciju tranzicije
uzimamo 6 : Q X Xz — Z(Q), 6(x,a) = 6i(x,a), 6(y,a) = 61(y,a) za sve
x€QI\Fl,y€ Qriac€ZXe, 8(z,b) = 8i(z,b), 6(z,€) = 81(z,€) Ug, za sve
z€ F;ibeX. Zaovakav automat oigledno vazi L(N) = L(Ny)L(N;) =
L(R)L(Rz).

Slucaj 3. Za R = R} automat je dat na slici 2.24. Imamo Q = Q; U{d'}, F =
F1U{{¢'}. Za funkciju tranzicije imamo: §(x,a) = 8;(x,y) zasve x € Q1\F} i
acXe ted(z,€) =08i(z,€)Uq| zasvez€ F110(¢,€) ={q}}.

Znaci, tvrdnja vazi i za regularan izraz duZine k + 1. [

Kao posljedicu prethodnih tvrdnji slijedecu teoremu.
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Slika 2.25: Postupak transformacije regularnog izraza u NFA (primjer 2.31).



48 Poglavije 2. Konac¢ni automati

Teorema 2.2 Jezik je regularan akko ga neki DFA prepoznaje, odnosno
akko ga neki NFA prepoznaje.

Dokaz. Neka je A regularan jezik. Iz definicije imamo da postoji regularan
izraz R koji ga generiSe, tj. vazi L(R) = A. Iz tvrdnje 2.3, postoji NFA N, koji
je ekvivalentan sa R, tj. L(N) = L(R), pa je L(N) = A. Dobijamo da postoji
NFA koji prepoznaje A.

Iz teoreme 2.1 postoji DFA D koji je ekvivalentan sa N, tj. L(D) = L(N),
pa L(D) = A. Dobijamo da postoji DFA koji prepoznaje A.

Neka za A postoji NFA N koji ga prepoznaje, tj. vazi L(N) = A. Iz teoreme
2.1 postoji DFA D koji je ekvivalentan sa N, tj. L(D) = L(N), pa L(D) = A.
Iz tvrdnje 2.2 postoji regularan izraz R ekvivalentna sa D, tj. L(R) = L(D), pa
L(R) = A. Dobijamo da je A regularan jezik, §to je i trebalo dokazati. |

Da bi dokazali da je neki jezik regularan, dovoljno je konstruisati DFA ili
NFA koji ga prepoznaje.

Ranije smo dokazali da su regularni jezici zatvoreni pod operacijama
unije, nadovezivanja, zvijezde (tvrdnja 2.1). Sada ¢emo dokazati da je klasa
regularnih jezika zatvorena pod operacijama presjeka i komplementiranja.

Tvrdnja 2.4 Klasa regularnih jezika je zatvorena pod operacijama:
(a) presjeka;
(b) komplementiranja.

Dokaz. Prije Citanja ovog dokaza pogledajte primjere 2.19 1 2.21.

(a) Dokazimo da presjek dva regularna jezika je regularan jezik. Neka su A;
i Aj regularni jezici, te Dy = (Q1,X,01.4,F1) i Dy = (Q2,Z, 0,45, F>) DFA
koji ih prepoznaju. Konstrui§imo DFA D = (Q,%,8,¢,F), koji prepoznaje
jezik A = A1 NA,.
Uzmimo Q= Q) X 02,4 =(4},45). F ={(a,b) |a € F\ i b € F;}. Funkciju
tranzicije definiSemosad: QXX — Q, 8((q1,492),a) = (81(q1, @), % (g2, @)).
DokazZzimo da automat Q prihvata string akko ga prihvataju automati Q1 i
0s.Nekajew=aqy...0, 0 €X(i=1,...,n),inekaje (ag,by), (ai,by),...,
(an,b,) niz stanja automata Q koji odgovara stringu . Tada je ap = ¢},
bo = ¢5. Vazi 6((ai,bi), ®ir1) = (ai+1,bir1) (i =0,...,n—1). Dalje imamo
(61(ai, 0tiv1),02(bi, Aig1)) = (@iv1,biv1), padi(ai, 0ip1) = aiy1 1 62(bi, Aig1) =
bi+1. To znaci da stringu @ u D 1 D, odgovara niz stanja ay, ...,a, i by, ..., by,.
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Automat Q prihvata @ akko je (a,,b,) € F,ato vaziakkojea, € F1ib, € F>,a
to opet vazi akko automati D; i D; prihvataju string @. Prema tome L(D) = A.

(b) Konstrui§imo automat D = (@, 2,3,?,7) koji je komplement automata
D= (0,%,8,¢4,F). Uzmimo 0 =Q, 8§ =8, ¢ = ¢, F = Q\F. Automat D
prihvata string akko Citanjem stringa zavrsi na prihvatnom stanju, odnosno
akko D zavrs$i na neprihvatnom stanju. Posljednje vaZi akko D odbije string.
Prema tome L(D) = L(D). [ ]

= Primjer 2.32 Dokazi da je jezik A = {bc | b,c € £*, b sadrZi paran broj nula i
¢ sadrzi broj jedinica koji pri dijeljenju sa 3 daje ostatak 2} regularan.
Imamo A = BC, pri ¢emu je B= {b | b € £*,b sadrZi paran broj nula } i C =
{c | ¢ € ¥, ¢ sadrZi broj jedinica koji pri dijeljenju sa 3 daje ostatak 2}.

Automati koji prepoznaju jezike B i C su je dati na slici 2.26. Prema tome,
B 1 C su regularni jezici. 1z tvrdnje 2.1(b) imamo da je 1 A = BC regularan
jezik.

(a)

Slika 2.26: (a) Automat koji prepoznaje jezik sastavljen od stringova koji sadrze
paran broj nula. (b) Automat koji prepoznaje jezik sastavljen od stringova koji imaju
3k + 2 jedinica (k € Np).

= Primjer 2.33 Dokazi da je svaki konacan jezik regularan.

Neka je A = {ay,...,a,} konalan jezik i ¢; = af ..oy (i=1,...,n). NFA
koji prepoznaje jezik A je dat na slici 2.27. Za svaki string iz A imamo po
jedan put koji vodi od pocetnog do prihvatnog stanja.

Neregularni jezici

Jezika ima neprebrojivo mnogo (tvrdnja 1.5). Sa druge strane, regularni jezici
se opisuju pomocu DFA, koji su uredene petorke, pa njih ima prebrojivo
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Slika 2.27: NFA koji prepoznaje konacan jezik A = {Otji- li=1,...,n,j=1,....k}
(primjer 2.33).

mnogo. Kao posljedicu imamo da postoje jezici koji nisu regularni. Vidimo
da je NFA ogranicen automat: nema memoriju, ne moZe da Cita string u oba
smjera, nema moguénost zapisivanja. Izvla¢imo intuitivni zaklju¢ak da NFA
ne moze rijesiti Siroku klasu problema.

Kako mozemo dokazati da neki problem nije rjesiv pomoéu NFA, odnosno
da odgovarajuéi jezik nije regularan? Jedan od nacina da se to uradi je
Pumpajuéa lema.

Teorema 2.3 — Pumpajuca lema. Ako je A regularan jezik, tada postoji
broj p > 0 takav da svaki string s € A, duZine vece ili jednake p, se moZe
podijeliti na tri dijela s = xyz, tako da vazi:

1. xykz € A, za svako k > 0;

2. |yl >0;

3. [yl <p.
Broj p nazivamo pumpajuca duZina.

Dokaz. Neka je D DFA koji prepoznaje A1 Q = qy,...,q, skup stanja au-
tomata D. Uzmimo da je p =n+ 1. Ako je s € A takav da je |s| > p. Tada po-
stoji niz stanja ¢, .. .,q, 1 koji odgovara racunanju automata D nad stringom
s, pri emu je ¢} pocetno, a g, ; zavr$no stanje,.

Posto D ima tacno n stanja, u nizu ¢}, . ..,q, 1 neka dva stanja su jednaka.
Neka je ¢} = q’j (i < j), pri cemu je indeks j minimalan. Sa x ozna¢imo string
koji je pridruZen nizu stanja P = ¢}, ..., ¢}, say string pridruZen nizu stanja
W =g;,...,q), asa zoznatimo string pridruZen nizu P, = ¢/;...,q, | (slika
2.28). Tada je s = xyz.
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Uocimo da je niz W zatvorena Setnja u usmjerenom grafu koji odgovara
dijagramu stanja automata D. Stringu y* odgovara k obilazaka zatvorene Setnje
W (k > 0) pri éemu obilasci po€inju i zavr$avaju u ¢;. Ako obilazimo usmjereni
graf prelazeci preko usmjerenog puta Py, zatim W obidemo k puta (k > 0),
te na kraju predemo preko P». Dati obilazak ozna¢imo sa P{W*P,. String
koji odgovara ovom obilasku je xy*z. Posto P,W*P, zapo&inje u pocetnom
stanju ¢}, zavr$ava u zavr$nom stanju ¢, |, automat D prihvata string xykz, 4.
xykz € A.

Slika 2.28: Ako automat prihvata string s, kojem odgovara Setnja P{W P», tada ¢e
automat prihvatiti i svaki string oblika s = xy*z (k > 0), pri ¢emu string x odgovara
Setnji Py, string y odgovara zatvorenoj Setnji W, te z odgovara Ps.

Posto je i < j imamo da je |y| > 0.

Dokazimo da je |xy| < p =n+ 1. Pretpostavimo suprotno, da vazi |xy| >
n+ 2. Uklanjanjem stanja q} iz P{W dobijamo niz od barem n + 1 stanja,
pa neka dva stanja moraju biti jednaka, tj. qgl = q’jl 1i;1 < j1 < J,Stojeu
kontradikciji sa minimalno$c¢u indeksa j. ZakljuCujemo da je |xy| < p. W

Pumpajuéu lemu ¢emo koristiti da dokazemo da neki jezik A nije regularan.
Princip koji ¢emo koristiti je da pretpostavimo suprotno, A jeste regularan,
pa koristeéi xy*z konstrui$emo string koji nije u A, $to je u kontradikciji sa
uslovom 1 Pumpajuce leme.

= Primjer 2.34 Dokazi da jezik A = {®ww | ® € £*} nije regularan.

Pretpostavimo suprotno, da jeste regularan. Tada postoji pumpajuéa duZina
p > 0 koja zadovoljava Pumpajuéu lemu. Neka je s = 07170717 € A. Neka
su x,y,z parametri iz Pumpajuée leme. 1z |xy| < p imamo da je xy sadrZano
w0, tj. x=04y=0%b>0,a+b<p, z=0""1P0P17. 1z Pumpa-
juée leme imamo s, = xy’>z = 040?20P~4=b1PQP1P = OPTP1POP1P c A —
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0rt21POP1? = @' @'. 1z posljednje relacije imamo da @’ po&inje sa 0 i za-
vr$ava sa 1, pa je @ = 0”17 i @ = 0”17, §to je nemogude, jer b > 0.
Dobijamo kontradikciju sa prepostavkom da je A regularan jezik. Prema tome,
A nije regularan jezik. .

Vidi primjer 1.22 za definiciju palindroma.
= Primjer 2.35 Dokazi da jezik A = {® | ® je palindrom} nije regularan.

Pretpostavimo suprotno, da A jeste regularan. Tada postoji pumpajuca duZina
p > 0. Neka je s = 0”107. Posto je s palindrom, imamo s € A. Neka su x,y,z
veli¢ine iz Pumpajuée leme. Iz |xy| < p imamo da je xy sadrzano u 07, pa je
x=0%y=0b>0,a+b<p, z=0P"2""10P

Neka je s, = xy°z = 0°0?P0P—4=b10P = 0P*P10P. Iz Pumpajude leme
imamo da s, € A.

Sa druge strane, poSto je b > 0, 57 1 s§ na poziciji p 4 1 nemaju isti simbol.
Naime, s> na toj poziciji ima 0, dok s§ ima 1. Znadi, s§ # §7, pa s nije
palindrom - kontradikcija. Znaci, A nije regularan jezik. "

= Primjer 2.36 Dokazi da jezik A = {0"1" | n > 0} nije regularan.

Pretpostavimo suprotno, A jeste regularan jezik. Neka je p pumpajuca duZina.

Posmatrajmo string s = 0717 € A. Neka je s = xyz podjela iz Pumpajuce
leme. Iz |xy| < p imamo da je xy sadrzano u 07, tj. vaZi x = 0, y = 0,
a+b<piz=0P"%"17 1z |y| > 0imamo b > 0. Neka je 5o = xy*>z. Imamo
s7 = 0902P0P—a=b1P = OPHP1P ¢ A, §to je u kontradikciji sa Pumpajuéom
lemom. Prema tome, A nije regularan jezik. .

u Primjer 2.37 Nekaje X = {a,b,c}. Dokazi da jezik A = {a"b"c™ | m,n > 0}
nije regularan.

Pretpostavimo suprotno, da A jeste regularan jezik. Neka je p pumpajuca
duZzina.

Posmatrajmo string s = a’bPcP = bPcP. Ostatak rjeSenja je slican kao u
primjeru 2.36, pa je ostavljeno Citaocu za samostalan rad da dovrsi. n
u Primjer 2.38 Neka je X = {0,#} i A = {x#xo#.. . #x; | k > 0,x; € 0", x; #
xjzai# j,(i,j=1,...,k)}. DokaZi da A nije regularan.

Pretpostavimo suprotno, A je regularan. Neka je p > 0 pumpajuéa duZina i
s = OP#OPTI#0PT24# . #0?P € A. Neka su x, y,z veli¢ine iz Pumpajuée leme.
Iz |xy| < p imamo da je xy sadrzano u 07, pajex = 0% y=0",b>0,a+b < p,
7 = 0P~a=bgoPH140P 24 . #0°P. 1z Pumpajuée leme imamo da s, = xy%z =
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020%bOP—a=bHOPHIHOPT24 | #0O?P = OPTOHOPTI#0PT2# . #0%P € A. Neka je

x; =070, xp =071, .., x,11 = 0%". Posto je 0 < b < p imamo da je
x; = xpy1 1 1 # b+ 1. 1z definicije skupa A imamo s, ¢ A - kontradikcija.
Znaci, A nije regularan jezik. n

» Primjer 2.39 Neka je £ = {0,1,=,+}. Dokazi da jezik A = {x =y+z|
x,v,z € {0,1}*, x je binaran zbir od y i z } nije regularan jezik.

Pretpostavimo suprotno, A je regularan jezik. Neka je p pumpajuéa duZina,
s="17 =0+ 1P",ix,y,z su veli¢ine iz Pumpajuce leme. 1z |xy| < p imamo
da je xy sadrzanou 17, pajex =14,y = 1 b>0,a+b< p,Z= mp—a—b —
0+ 17" 1z 50 = xy?z ="141?01P=4=0 = 04 17" imamo s, = "17T0 =04 17",
te iz Pumpajuce leme slijedi s; € A. Sa druge strane, iz b > 0 imamo da
relacija 17*? = 04 17 nije tacna, pa iz definicije jezika A imamo s ¢ A -
kontradikcija. Znadi, jezik A nije regularan. .

Iz prethodnog primjera imamo problem sabiranja binarnih brojeva (u
datom obliku) nije regularan jezik/problem. Primjer 2.18 demonstrira da
sabiranje binarnih brojeva moZze biti regularan jezik, ako je problem dat u
drugom obliku.

Neke primjene konacnih automata

DFA/NFA je standardni alat u kompjuterskoj nauci za proucavanje Sablona.

TraZenije rijeci u tekstu

Ovaj problem se joS naziva i uparivanje stringova (eng. string matching).
RjeSenje se zasniva na principu datom u primjerima 2.17 i 2.24. Ovaj princip
se zaista koristi 1 u praksi. Npr. u .NET dokumentaciji potrazite naslov
"Details of regular expression behavior" - dovoljno je da proguglate ovaj
tekst.

Markovljevi lanci i vjerovatno¢a gena
Pojednostavljeno govoreci, gen je odredeni niz nukleobaza: A (adenin), G
(guanin), C (citozin) i T (timin). Nukleobaze mozemo predstaviti pomocu
stanja DFA (slika 2.29).

Funkciju tranzicije mozemo predstaviti pomodu:

ag = P(xi=t|x;i_1 =),
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Slika 2.29: Upotreba DFA u procjeni nastanka gena. Svaka tranzicija predstavlja
vjerovatnoéu da éemo dobiti nukleobazu, ako mu je poznat prethodnik.

Sto predstavlja Markovljev lanac.
Vjerovatnoéa gena x = x,x,_1...x] je data sa

P(x) = P(xp,Xp—1,-sx1) = P(Xp| X1, o0y x1)P(Xp—1|Xp—2...x1)...P(x1),

primjenjujudi pravilo P(X,Y) = P(X|Y)P(Y) vise puta.
Osobina Markovljevog lanca je da ovisi samo od posljednjeg stanja, pa:

P(x) = P(xp|xn—1)P(xn—1]xn—2)...P(x1) = P(x1)ax, 1x,0x, 2x, |--Ox xs-

Sema rada masine
Generalno, DFA se nekada moZe koristiti 1 kao dijagram toka algoritma, Sto
sa nekog viSeg nivoa apstrakcije on to u sustini i jeste.

Na slici 2.30 je dat Sematski prikaz rada maSine sa grickalicama. MoZemo
ubaciti kovanice od 0.50KM, 1KM, 2KM. Ostale kovanice masina ne prihvata
("drugi iznos"). Grickalice mogu kostati 1KM, 1.50KM, 2KM. Ako, npr.
ubacimo: 0.50KM, 0.50KM, 0.10KM, zavrSi¢emo na stanju "1.00". Ako
uzmemo "odaberi", maSina ¢e nam izbaciti grickalicu i vratiti se na pocetno

stanje ("0.00").

Zadaci za samostalan rad
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Slika 2.30: Sematski prikaz rada masine sa grickalicama.

Zadatak 2.5 Za jezike, date u ovom poglavlju, formulisati odgovarajuce
probleme. .

Zadatak 2 6 Konstruisi NFA koji prepoznaje slijedece jezike:

(a) (01)*U(11)*0%;
®) ( 01u1 )10)*.

Zadatak 2.7 Rijesi prethodni zadatak koristeci postupak konverzije regu-
larnog izraza u NFA. u

prirodnog broja djeljivog sa n}, pri ¢emu je n € N dati prirodni broj. =
Zadatak 2.9 Neka je B C X*. Dokazi daje B=B" akkoje BBC B. =

Zadatak 2.10 Neka je A regularan jezik. Dokazi da je svaki od slijedecih
jezika regularan:

(a) AR = {a)R |weA};

(b) Pref ={w|wy€cA,zanekoy € X*};

| Zadatak 2.8 Konstruisati NFA za jezik A, = {® | ® je binaran zapis
| (c) Suf(L) ={®w|yw € A, zanekoy € X*}.
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Zadatak 2.11 Nekaje A C 0* i neka skup {n | 0" € A} formira aritmeti¢ku
progresiju. Dokazi da je A regularan jezik. ]

(@) {0M10™10™" | m,n > 1},
(b) {0o®| ®ex*};

(c) {oo|weX};

(@ {0% |keN};

(e) {07 | p je prost broj}.

Zadatak 2.13 DokaZzi ili opovrgni slijedece tvrdnje:
(a) svaki podskup regularnog jezika je regularan jezik;
(b) svaki regularan jezik ima pravi neprazni podskup koji je regularan;
(¢) ako je A regularan jezik, tadajei B = {xy | x € A,y ¢ A} regularan.

‘ Zadatak 2.12 Dokazi da slijedeci jezici nisu regularni:
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(3. Potisni automati

Koriste¢i Pumpajucu lemu smo vidjeli da postoje jezici koji nisu regularni,
tj. postoje jednostavni problemi koje ne mogu rijeSiti (ne)deterministicki
konacni automati. Zato u ovom poglavlju uvodimo klasu jezika Siru od klase
regularnih jezika: kontekstno nezavisni jezici. Svaki regularan jezik je ujedno
1 kontekstno nezavisan, obratno ne mora vaziti.

Strukture koje generiSu kontekstno nezavisne jezike su kontekstno neza-
visne gramatike, tj. jezik je kontekstno nezavisan ako ga neka kontekstno
nezavisna gramatika generise.

Automati koje prepoznaju/prihvataju kontekstno nezavisne jezike su po-
tisni automati. Vazi da je jezik kontekstno nezavisan akko ga neki potisni
automat prepoznaje. Potisni automati, za razliku od NFA, imaju memoriju.

Kontekstno nezavisne gramatike

Kontekstno nezavisna gramatika je skup pravila pomocu kojih se generise
neki jezik, odnosno string iz datog jezika. Na koji nacin se generiSe odredeni
string? PoCne se od varijable koja se naziva pocetna varijabla, koja se zamijeni
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sa nekim drugim varijablama i stringovima. U svakom koraku, varijabla se

mijenja sa nekim drugim varijablama i stringovima. Postupak se zavrSava

kada nemamo viSe varijabli, tj. kada nam je ostao samo string iz L*.
Demonstrirajmo postupak na primjeru.

= Primjer 3.1 Data je gramatika G and alfabetom £ = {0,+,(,), x }:

E —- E+T I T
T — T x F | F
F —- (E) | 0

Pokazimo kako gramatika G generise string @ = (0+0x 0) x (0+0) x (0+
0+0).

E —

T —

TXF —

TXFXF—

FXFXF —

(EYXxF xF —

(E) x (E) x F —

(E) x (E) x (E) >

(E+T)x(E)x (E) =

(E4+T)x(E+T)x(E)—

(E+T)X(E+T)x (E+T) —

(E+T)%x (E+T)x (E+T+T)—
(E+TxF)X(E4+T)x(E+T+T)— (sviT uF - ukupno 4 operacije)
(E+FXF)x(E4+F)x(E+F+F)— (sviEuT - ukupno 3 operacije)
(T+FXF)x(T+F)x(T+F+F)— (sviTuF - ukupno 3 operacije)
(F+FXF)x(F+F)x(F+F+F)— (sviFu0 - ukupno 8 operacija)
(04+0x0)x(0+0)x (0+0+0) .

Objekti F,T,E se nazivaju varijable, pri cemu je E pocetna varijabla.
Clanovi alfabeta £ (u ovom sluéaju je £ = {+,0, (, ), x }) se nazivaju terminali.
Na koji nacin generiSemo string alfabeta X ? GeneriSemo tako $to po¢nemo od
pocetne varijable i zamijenimo je sa stringom sa desne strane od —, a sastoji
se od drugih varijabli i terminala. Postupak ponavljamo za svaku varijablu u
trenutnom stringu, a zavrSava kada se u stringu nalaze samo ¢lanovi alfabeta X.
Oznaka | je skraceni prikaz vise pravila sa istom varijablom na lijevoj strani.
Tj. E— E+T i E — T moZemo zamijeniti sa kra¢im zapisom E — E +T|T.
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Skup varijabli oznacavamo sa V, te u prethodnom primjeru imamo V =
{E,F,T}. Stringove nad alfabetom XUV oznaavamo sa Q;. U datom primje-
mjeQ =E,Q=T,QB=TxXFQ=TxXFXF,...,Q9= (0+0X0) X
(040) x (0+0+0). Uocimo da u prethodnom primjeru, string je izveden u
29 koraka.

Prethodne pojmove ¢emo sada i formalno definisati. Sa (V UX)* oznaca-
vamo skup svih stringova iz alfabeta V UX.

Definicija 3.1 — Kontekstno nezavisna gramatika. Kontekstno neza-
visna gramatika je uredena Cetvorka (V, X, R, S) pri emu:
1. V je skup varijabli;
2. Yjealfabeti XNV = g;
3. R je skup pravila kod kojih se jedna varijabla mijenja sa stringom iz
(VUX)*,
4. S je pocetna varijabla.

Od sada ¢emo kontekstno nezavisnu gramatiku skraceno zvati CFG (Con-
text - Free Grammar) ili samo gramatika.

Definicija kontekstno nezavisne gramatike ne daje na koji nacin gramatika
generiSe odredeni string. Zato sada formalno uvodimo pojam generisanja
stringa.

Definicija 3.2 — String kojeg generise gramatika. Kazemo da gra-
matika G = (V, X, R, S) generiSe string @ € X*, ako postoji niz Qq, Q, ..., Qy
iz (VUE)*, tako da vazi:

1. Qo =S;

2. Q.k = 0,

3. Q;iQ;1 se mogu napisati u obliku Q; = aAf, Q; 11 =apf (i=

0,...,k—1), pricemu a,f3 € (VUX)* i pravilo A — p pripada R.

Sa L(G) oznacavamo skup svih stringova iz £* koje generiSe gramatika
G. Niz Qg,Q1,. .., nazivamo generatorni niz stringa @ nad gramatikom
G.

CFG nam omogucava da uvedemo klasu jezika Siru od klase regularnih
jezika.
Definicija 3.3 — Kontekstno nezavisni jezici. Za jezik A kazemo da je

kontekstno nezavisan, ako ga generiSe neka gramatika G, tj. ako vazi
A=L(G).
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Kontekstno nezavisne jezike ¢emo skradeno zvati CFL (Context-Free
Language).

u Primjer 3.2 Dati CFG koja generiSe slijedeéi jezik A={ 0| @ je parne duZine}.

Na koji naCin moZemo generisati sve stringove parne duzine? MoZemo
zapoceti sa praznim stringom, te dodavati po proizvoljna dva simbola iz X.
Dodavanjem po tacno dva simbola uvijek dobijamo stringove parne duZine.
Ovo je ideja koja nam sluZi za konstruisanje gramatike:

S — 00S | 0IS | 10S | 1IS | €.
n

Jezik iz prethodnog primjera je regularan i CFL. Naime, svaki regularan
jezik je ujedno 1 CFL. Da bi dokazali ovu tvrdnju, trebamo pokazati na koji
nacin konstruisati gramatiku za regularan jezik. Preciznije, ako je dat regularan
izraz, kako konstruisati gramatiku koja mu je ekvivalentna?

= Primjer 3.3 Za slijedece regularne izraze konstrui$i ekvivalentne gramatike.
(i) 1* - dati dvije gramatike;
(@) 01*011;
(iii) 0*17%;
@iv) (10)*11U10%;
(v) (10*11)*.

(i) Potrebno je generisati skup stringova koji sadrze samo jedinicu. Te
stringove mozemo generisati tako §to pocnemo sa praznim stringom, te u
svakom koraku dodajemo jedinicu. Jedna gramatika je data sa S;—1Sj|¢, a
druga sa S,—S>5>|1]e.

(ii) Jezik 01*011 mozemo konstruisati u dva koraka. U prvom koraku dodamo
0 kao prefiks i 011 kao sufiks, a u drugom koraku konstruisemo 1*. Prema
tome, imamo gramatiku:

S — 0A011
A — A | €.

(iii) Jezik 0*1* moZemo konstruisati u dva koraka. U prvom koraku kon-
struiSemo 0* i 1%, a u drugom koraku ih nadoveZemo. Prema tome, imamo
gramatiku:

S — AB
A — 0OA | ¢
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B — IB | €.

(iv) Prioritet operacija je slijedec¢i. Operacija * im visi prioritet od operacije
nadovezivanja, dok nadovezivanje ima visi prioritet od operacije U. Jezik
(10)* moZemo konstruisati pomocu gramatike A— 10A|€. Jezik (10)*11 gene-
riSemo pomocu B—All. Jezik 0* ¢emo generisati sa C—0C | €, te 10* sa
D— 1C. Operaciji U odgovara simbol |. Na kraju, imamo gramatiku:

S - B I D
B — All
A — I10A | €
D — IC
C — 0C | €.

(v) Jezik 1011 ¢emo generisati sa A—0A | €, B—~1All. Nakraju, (10°11)*
¢emo generisati sa S—SB | €. Gramatika je data sa:

S — SB | €
B — 1AIll
A — 0OA | €.

= Primjer 3.4 Regularan izraz ((170)* U (001)*)* U (10*)* konvertuj u ekvi-
valentnu gramatiku.

Postupak je rekurzivan. Pretpostavimo da su regularnim izrazima Ry i R,
pridruZene gramatike G| i G, sa pocetnim varijablama A; i A i da ove dvije
gramatike nemaju zajednickih varijabli. Tada imamo:
1. Izrazu Ry UR; pridruZzujemo gramatiku A— A;|A; i dodajemo gra-
matike G and G»;
2. lIzrazu R|R; pridruzujemo A— A;A, i dodajemo gramatike G| and G3;
3. Izrazu R} pridruZujemo A; — AjA; |€ i dodajemo gramatiku Gy;
4. Literalima 0, 1, € odgovara gramatika A — 0|1 |e.
Koriste¢i A" = AA¥, dati izraz transformiSemo u ((11*0)* U (001)*)* U
(10*)(10*)*. Koristeci prethodna pravila imamo:
(i) Prethodnom izrazu pridruzimo gramatiku S — A;|A,, pri ¢emu su
Aj i Ay poCetne varijable gramatika pridruZene ((11*0)* U (001)*)*
i (10%)(10%)*.
(if) Dalje imamo: A} — AjA||e1A; — Az 1Az, priemusuAy, Ay 11Ar)
pocetne varijable gramatika pridruZene (11*0)* U (001)*, 10* i (10*)*.
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(iif) Izraz (11%0)* U (001)* generiSemo pomocu A; — Ay 1|A1 2, pri Cemu
suAj iAj, pocetne varijable pridruZene izrazima (110)* i (001)*.
(iv) Izrazima (1170)*, (001)*, 10* i (10*)* redom pridruzujemo slijedece
Cetiri gramatike:
A171 —>A1,1A171|8 A172 — 001A172|8 A271 — 1C A272 —>A2’2A2’1
Ay — 1B0 C —0Cle
B — 1B|e
(v) Iz prethodnih razmatranja imamo kona¢nu gramatiku:
S—A; ’Az
Al — A1A |8
Ay — Az A2
Al —=Ar1]A
A1 — A 1A e
Arp — AroAs i€
A171 — 1B0
B— 1Be
Al,2 — 001A172‘8
A2,1 —1C
C— 1Cle

£

Prethodni primjer ilustruje slijedecu tvrdnju.

I Tvrdnja 3.1 Svaki regularan jezik je kontekstno nezavisan.

Tvrdnju ¢emo dokazati nakon $to uvedemo potisne automate (vidi tvrdnju
3.8).

Sada dajemo primjere jezika koji nisu regularni, ali jesu kontekstno neza-
visni.
= Primjer 3.5 DokaZi da je jezik A = {0 | ® € *,® = ®F} kontekstno
nezavisan.

Jezik A je skup svih palindroma. U primjeru 2.35 smo dokazali da ovaj jezik
nije regularan. Nekaje 0 = a1 . .. o, &, string. Tada je @ palindrom akko
vazi Q) = 0y, 0y = Oy—1,.- -, An/2] = X (n+1)/2)- Koriste¢i ovu Cinjenicu,
imamo gramatiku:

S — 0S011S8110111¢
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= Primjer 3.6 Jezik A = {0"1" | n > 0} je kontekstno nezavisan.

Jednostavno se dokaZe, pomocu Pumpajuce leme, da ovaj jezik nije regularan
(vidi primjer 2.36). Imamo da ® = o1 ... 0,1 @, pripada A akko je n =
2k (keNg), o =...=04¢ =010 =...= 0oy = 1. Znaci, ® moZemo
konstruisati tako Sto k puta na pocetak stringa dodamo 0, a na kraj stringa
dodamo 1. Tu ¢injenicu moZemo zapisati i ovako:

S — 0S1le

= Primjer 3.7 Jezik L = {a"b"'c™ | n > 0,m > 0} je kontekstno nezavisan.
Ovdje je X = {a,b,c}.

Ranije smo dokazali da jezik nije regularan (vidi primjer 2.37). String iz L
moZemo podijeliti na dva nezavisna dijela: a” i b"c™. Prvi dio (tj. a") éemo
generisati sa gramatikom C¢ija je poCetna varijabla A, a drugi dio (j. b™c™)
sa gramatikom Cija je poCetna varijabla B. na kraju ¢emo ih spojiti sa AB.
Gramatika koja generiSe L je data ispod.

S — AB
A — daAle
B — bBcle

Slijede¢im primjerima ilustrujemo ¢injenicu da je klasa kontekstno neza-
visnih jezika zatvorena pod unijom, nadovezivanjem i zvjezdicom.

u Primjer 3.8 Nekaje A = {da"b" |n >0} i B={a"b"c™ | m,n > 0}. Konstru-
181 gramatiku za slijedece jezike:

(a) AUB;

(b) AB;

(c) A™.

Za jezike A 1 B imamo slijedece gramatike. Gramatika koja generiSe A pocinje
sa X, dok gramatika koja generiSe B pocCinje sa Y.
X — aXb|e Y - 1Y,
Y| - al |€
Y, — bY- ZC‘S .
Radi jednostavnosti, uzimamo da gramatike, koje ulaze u operacije, ne-
maju zajednicke varijable.
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(a) Operaciji U odgovara logicko ili, a u gramati¢ckom smislu to odgovara
simbolu |. Gramatika koja generiSe A U B je data sa:

S—X|Y

X — aXb|e

Y -1

Y| — aYi|e

Y, — bY- 26"8 .

(b) Nadovezivanju jezika dogovara nadovezivanje pocetnih varijabli koje
gramatika koje generiSu date jezike. Gramatika koja generiSe AB je data sa:
S— XY
X —aXb|e
Y -1
Y| — aY ‘8
Y, — szC’S .

(c) Gramatika koja generise A* je data sa:
S — SX|e
X — aXble.

Ovim dolazimo do slijedece tvrdnje.

Tvrdnja 3.2 Klasa kontekstno nezavisnih jezika je zatvorena pod operaci-
jama unije, nadovezivanja i zvjezdice.

Dokaz. Dokaz imitira postupak u primjeru 3.8. Neka su A 1 B kontekstno
nezavisni jezici, G| 1 G, gramatike koje generiSu A i B, te S| 1 S poCetne
varijable gramatika G i G,. Pretpostavimo da ove dvije gramatike nemaju
zajednicke varijable.

Gramatiku za jezik A U B dobijamo tako $to ubacimo novu pocetnu varijablu
S — 81|82, te prepiSemo gramatike G| i G,. Pocinjuéi od varijable S, moZemo
nastaviti preko varijable S 1li S>. U prvom slucaju ¢emo dobiti string iz A, au
drugom slucaju string iz B. Znaci, dobi¢emo string iz AU B. Posto se varijable
iz G1 1 G ne ponavljaju, neCemo dobiti nijedan drugi string. Prema tome,
konstruisali smo gramatiku za A U B, pa je A U B kontekstno nezavisan jezik.

Gramatiku za jezik AB dobijamo tako $to ubacimo novu pocetnu varijablu
S — 8195, te prepisSemo gramatike G i G,. PoCinjuéi od varijable S, dobijamo
S18>. Nastavljajudi preko S; 1.5, dobi¢emo string iz A nadovezano stringom iz
B. Znaci, dobicemo string iz AB. Posto se varijable iz G1 1 G, ne ponavljaju,
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necemo dobiti nijedan drugi string. Prema tome, konstruisali smo gramatiku
za AB, pa je AB kontekstno nezavisan jezik.

Gramatiku za jezik A* dobijamo tako §to ubacimo novu pocetnu varijablu
S — S1S|e, te prepiSemo gramatiku G;. Pocinjuéi od varijable S, dobijamo
S1S. Nastavljajuci preko S vise puta, dobijamo S$S1S;...5>. Mijenjajuéi S
sa €, te nastavljajuci preko svakog S, dobi¢emo stringm; @; . . . @, pri cemu

svako w; (i = 1,...,k) generiSe gramatika G. Znaci, dobi¢emo string iz A*.
Prema tome, konstruisali smo gramatiku za A*, pa je A* kontekstno nezavisan
jezik. |

Kasnije ¢emo pokazati da klasa kontekstno nezavisnih jezika nije zatvorena
pod operacijama presjeka i komplementiranja.

Slijedeci primjer bi nas mogao navesti na pogreSan zakljucak da je klasa
kontekstno nezavisnih jezika zatvorena pod operacijom komplementiranja.

» Primjer 3.9 Konstruisi gramatiku za A, pri ¢emu je A = {0"1" | n > 0}.

Prvo trebamo opisati dati jezik. Imamo da vazi A = {0"1w1" | @ € Z*,n > 0}
U {0"w01" | € £*,n > 0}. Sada je gramatiku jednostavno konstruisati.
S—X|Y -varijabla X generiSe prvi skup, a Y drugi skup unije;
X — 0X1[X,
X — 1X
X, — 0X2’1X2|8
Y = 0¥y,
Y1 — Y20
Y, — 0%s| 1Y ]e.

Tvrdnja 3.3 Klasa kontekstno nezavisnih jezika nije zatvorena u odnosu
na presjek i komplement.

Dokaz. Vidi primjere 3.21 1 3.22 |

Stablo rasclanjivanja

Pomocu stabla raS¢lanjivanja (eng. parse tree) graficki prikazujemo na koji
nacin neka gramatika generiSe odredeni string.

» Primjer 3.10 Za string 1 gramatiku iz primjera 3.1 dati stablo ras¢lanjivanja.
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Stablo rasclanjivanja je stablo sa korijenom. Korijen stabla je pridruzen
pocetnoj varijabli (u ovom slucaju je to E), dok su listovi stabla simboli
stringa @ (slika 3.1).

U generisanju stringa @, prvo pravilo je E — T. Zbog toga ubacujemo
¢vor T iusmjerenu granu od E prema 7.

Slijedece pravilo je T — T x F. Ubacujemo varijable 7 i F, te spajamo
postojeci T sanovim 7 i F i odgovaraju¢im simbolom X.

Gornji postupak ponavljamo za svako pravilo iz generatornog niza stringa
o nad gramatikom G. Konacni rezultat je dat na slici 3.1.

\

T
J
F
!
0 x

Slika 3.1: Stablo ras¢lanjivanja za string @ = (0+0x 0) x (0+0) x (04+0+0)
(primjer 3.10).

Sada i formalno definiSemo stablo rasclanjivanja.

Definicija 3.4 — Stablo ras€lanjivanja. Neka je G kontekstno nezavisna
gramatika i @ = o ... oy, string. Za uredeno stablo T kaZemo da je stablo
rasclanjivanja stringa @ za gramatiku G ako vazi:

1. korijenu stabla je pridruZeno pocetna varijabla gramatike G;

2. listovima stabla su pridruZeni terminali;

3. unutra$njim ¢vorovima stabla su pridruzene varijable gramatike G;



3.1.2

3.1 Kontekstno nezavisne gramatike 67

4. ako je x unutras$nji ¢vor stabla 7', X varijabla pridruzena x i Yy,...Y;
su varijable/terminali pridruZeni djeci od x, tada je X — Y;...Y;
pravilo gramatike G;

5. literali pridruzeni listovima od 7', u datom poretku, formiraju string
.

Dvosmislenost gramatika i jezika

Koristeéi pravila gramatike, moZe se dogoditi da neki string moZemo dobiti
na dva razlicita nacina.
Definicija 3.5 Za gramatiku G kaZzemo da je nedvosmislena ako svaki
string iz L(G) se moze izvesti na ta¢no jedan nacin. U suprotnom kazemo
da je dvosmislena.

= Primjer 3.11 Dati gramatiku za A = {a'b/ck |i= jV j=k,i, j,k > 0}. Da
li je data gramatika dvosmislena?

Imamo da vazi A = {a'bic* | i,k > 0} U{a'b/c/ | i,j > 0}. Odgovarajuéa
gramatika je

S—X|Y

X —- X1 X»

X| — aXb|e

X — CX2|8

Y Y1)

Y| = aln |8

Y, — bYscle.

String @ = abc mozZemo izvesti na dva naCina: S — X — X1 X, — aX1bcX>

—abcili S =Y = Y1Yo — aY1bYoc — abc. Prema tome data gramatika je
dvosmislena. .

Za prethodni jezik ne postoji nedvosmislena gramatika (necemo dokazivati
tu tvrdnju). Za takve jezike kazemo da su dvosmisleni.
Za neke jezike postoje i dvosmislene i nedvosmislene gramatike.

= Primjer 3.12 Za jezik 1* moZemo dati dvije gramatike; jednu nedvosmisle-
nu, a drugu dvosmislenu:
(a) S — 1S|e (b) S — XY
X —Xlle
Y > Ylle.
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Definicija 3.6 — Dvosmisleni jezici. Za kontekstno nezavisan jezik kazemo
da je inherentno dvosmislen ili samo dvosmislen ako ne postoji nedvosmi-
slena gramatika koja ga generise.

Generalni problem odredivanja da li je neki jezik dvosmislen je neodluciv
(Poglavlje 4, [18]), tj. ne moZe se rijesiti u kona¢no mnogo koraka.

Chomsky normalna forma

Chomsky normalna forma nam omogucava da kontekstno nezavisnu gramatiku
zapiSemo u jednostavnijem obliku.

Definicija 3.7 — Chomsky normalna forma. Chomsky normalna forma
je oblik kontekstno nezavisne gramatike dat sa:

S — € (opcionalno)
A — BC
A — a

pri ¢emu su A, B, C varijable, B i C ne mogu biti poCetne varijable, a € X je
terminal.

Slijede¢im primjerom demonstriramo kako proizvoljnu gramatiku prikazati
u Chomsky normalnoj formi.

= Primjer 3.13 Slijedecu gramatiku ¢emo konvertovati u Chomsky normalnu
formu.

A — BABIBle¢
B — 00le¢

Postupak se sastoji od Cetiri koraka.

(1) Ubacimo novu pocetnu varijablu:
S—A
A — BAB|B|e
B — 00|e.

(2) Uklonimo pravila oblika X — €. Ako imamo pravilo oblika Y — Q;XQo,,
tada ubacimo novo pravilo ¥ — Q.

Prvo ¢emo ukloniti A — €:
S—Ale

A — BAB|B|BB
B — 00|e.
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Zatim uklonimo B — €:
S—Ale
A — B|BB|BAB|BA|AB
B — 00.

(3) Uklonimo pravila oblika X — Y. Za svako pravilo Y — Q, ubacimo novo
pravilo X — Q.
Prvo ¢emo ukloniti A — B:
S—Ale
A — BB|BAB|BA|AB|00
B — 00.
Zatim ¢emo ukloniti S — A.
S — BB|BAB|BA|AB|00|e
A — BB|BAB|BA|AB|00
B — 00.

(4) Uvodimo pravila oblika A — a za svako a € X. Pravila oblika X — Qa€),
mijenjamo sa X — Q(AQ,.
U ovom slucaju to je pravilo X, — O.
S — BB|BAB|BA|AB| XX, |e
A — BB|BAB|BA|AB|X,X>
B — XX,
X, — 0.

(5) Sva ostala pravila pretvaramo u oblik X — YZ. Umjesto pravila X —
Y1Y,Y3, ubacujemo pravila X — X1¥31 X — Y1 Ys.

S — BB|X|B|BA|AB|X>X; €

A — BB|X|B|BA|AB|X>X,

B— XX,

X] — BA

X, —0

Prethodni primjer ilustruje slijedecu tvrdnju.

Tvrdnja 3.4 Svaka kontekstno nezavisna gramatika se moze prikazati u
Chomsky normalnoj formi.

Dokaz. Prvo proudite primjer 3.13.
Neka je G = (V,X,R, S) kontekstno nezavisna gramatika. Primjenom niza
transfromacija, gramatiku G ¢emo prikazati u Chomsky normalnoj formi.
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(1) Neka je G gramatika dobijena iz G dodavanjem nove pocetne varijable
S" i novog pravila S’ — S. Ovo je trivijalna transformacija i oCigledno vazi
L(G) = L(Gy).

(2) Gramatiku G, ¢emo dobiti tako Sto uklonimo pravila oblika A — €. To
radimo tako Sto za svako pravila oblika B — Q;AQ; dodamo pravilo B —
Q19Q,. Postupak ponavljamo dok ne dodamo sva pravila koja je moguce dobiti
na ovaj nacin. Na kraju, uklonimo pravilo A — €.

Dokazimo da je L(G) = L(G,). Neka je w € L(Gy) i (Q9,Q1,...,8,)
generatorni niz stringa @ u gramatici G;. Ako se u nizu nije iskoriSteno
pravilo A — €, tada o€igledno @ € L(G). Pretpostavimo da je pravilo A — €
iskoriSteno u nizu. Tada, u nizu, takoder je iskoriSteno pravilo oblika B —
Q'AQ". 1z konstrukcije, gramatika G, ima pravilo oblika B — Q'Q", a upravo
ovo pravilo moZzemo iskoristiti umjesto kombinacije pravila B — Q'AQ" i
A — €. Prema tome, @ € L(G»).

Neka w € L(G,). Dokazimo da @ € L(G1). Ako generatorni niz stringa @
u G, sadrzi pravilo koje se ne nalazi u G, tada se to pravilo moZe zamijeniti
sa pravilima oblika B — Q'AQ" i A — €. Prema tome, @ € L(G}).

(3) Gramatiku G3 dobijamo tako $to umjesto pravila oblika X — Y (X,Y € V)
stavljamo pravilo X — Q (Q € (VUZX)*), pri ¢emu je pravilo ¥ — Q veé
prisutno u G,. Dokaz da je L(G3) = L(G>) je analogan prethodnom slucaju.

(4) Za svaki literal a € ¥ ubacimo pravilo oblika A — a, te svako pravilo
oblika B — Q'aQ” zamijenimo sa B — Q'AQ". Ovako dobijenu gramatiku
oznacimo sa G4 i o¢igledno je L(G3) = L(Gy).

(5) Svako pravilo oblika A — AjA, ... Ay (k > 3) zamijenimo sa A — BAy i
B — Ap...Ax_1. Postupak ponavljamo sve dok ne ostanu samo pravila sa
taCno dvije varijable sa desne strane. Ovakvu gramatiku ozna¢imo sa Gs.

Gramatika G5 ima Chomsky normalnu formu i vazi L(G) = L(Gs).
[

Ako je gramatika prikazana u Chomsky normalnoj formi, tada svaki string,
generisan datom gramatikom, moZemo izvesti u linearnom vremenu.

Tvrdnja 3.5 Neka je G gramatika u Chomsky normalnoj formi, @ € L(G)
i |@| =n > 0. Tada string @ moZemo izvesti u 2n — 1 koraka.

Dokaz. Nekajew =0 ...0, (0, € X,i=1,...,n). Za svako a; imamo po
jedno pravilo oblika X; — ¢;. To je n koraka.
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Da bi dobili n varijabli X; (i = 1,...,n), po€injuéi od pocetne varijable S,
primjenjujemo pravila oblika X — YZ. Svako ovakvo pravilo povecava broj
varijabli za 1. PoSto smo poceli sa jednom varijablom S, a Zelimo dobiti n
varijabli X; (i = 1,...,n), potrebno je n — 1 koraka.

Znaci, ukupno imamo n+ (n— 1) = 2n — 1 koraka. [

Nedeterministicki potisni automati

Za razliku od (ne)deterministickih konacnih automata, potisni automati (eng.
PDA - Pushdown Automaton) ima vrstu memorije koja se naziva stek/kama-
ra/stog/gomila (eng. stack). To je memorija kod koje moZemo pristupiti samo
zadnjem pohranjenom podatku. Princip rada ove memorije se naziva LIFO
(eng. Last In First Out).

Kod regularnih jezika smo imali ekvivalentnost regularnih izraza i (ne)de-
terministickih konac¢nih automata. U ovom poglavlju ¢emo demonstrirati ekvi-
valentnost kontekstno nezavisnih gramatika i potisnih automata. Dokaza¢emo
da je jezik kontekstno nezavisan akko ga neki potisni automat prepoznaje.

= Primjer 3.14 Za potisni automat sa slike 3.2 i ulazni string @ = 011, kon-
struiSi niz stanja kroz koje dati automat prolazi.

Slika 3.2: Primjer potisnog automata (PDA). U oznaci a,b — ¢, a oznacava simbol
koji se Cita sa stringa, b je simbol koji se skida sa steka, dok je ¢ simbol koji se stavlja
na stek.

Racunanje je dato na slici 3.3, te se odvija sli¢no kao kod NFA, sa razlikom da
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ovdje imamo i memoriju u vidu steka. Stek je predstavljen pomocu zagrada
[,]. Prvi simbol na steku se nalazi skroz desno, npr. ako imamo [$01] zadnji
simbol koji je dodan na stek je 1 i njemu prvom pristupamo. Posto DFA ne
moZe odrediti da li je stek prazan, na pocetku stavljamo specijalan simbol $
da oznac¢imo prazan stek.

0g011—3q,011
[1 $
0 0

0q,;11 Oqzll_li_)0q311
[$0] [$1] [$0]

1 1 1

0lq,l X X
[$00]

1

011q,
[$0]

v

Slika 3.3: Primjer racunanja PDA iz primjera 3.14 i slike 3.2 sa ulaznim stringom
o =011.

Skup stanja je O = {q0,91,92,93,94}, alfabet ulaznog stringa je ¥ = {0, 1},
alfabet steka je ' = {0, 1,$}. Usmjerene grane predstavljaju funkciju tranzi-
cije iimamo & : Q x £ x ['e — Z2(Q x I'¢). Tako, npr imamo: 8(qo, €,€) =
{(q1,9)}. 8(41,0,€) = {(41,0), (g2, )}.

Sa R oznacimo skup svih nizova stanja kroz koje prolazi dati PDA sa datim
ulaznim stringom. U ovom primjeru imamo R = {(qo,91,91,94,94), (90,91,92),

(QOaQIaQ2aQ3)}- L

Potisni automat izgleda kao nedeterministicki konacni automat sa stekom.
Sada dajemo formalnu definiciju potisnog automata.
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Definicija 3.8 — (Nedeterministicki) potisni automat. Nedeterministicki
potisni automat, ili samo potisni automat, je uredena Sestorka (Q,X,T",8,q0,F),
pri cemu
1. Q je konacan skup stanja automata;
¥ je konacan alfabet ulaznog stringa;
I' je konacan alfabet potisnog automatai ¥ C T
0:0xXexTe = P(0Q xT) je funkcija tranzicije;
qo je pocetno stanje;
F C Q je skup zavr$nih stanja.

SNk WL

Za nedeterministicki potisni automat, ¢emo koristiti kra¢i naziv: potisni
automat. Koristi¢emo i engleske skracenice: NPDA (Nondeterministic Push-
down Automaton) ili samo PDA (Pushdown Automaton).

Zadatak 3.1 — Za samostalan rad. Dati primjer PDA koji, za odredeni
ulazni string, ulazi u beskonacnu petlju, tj. nikada ne staje sa radom. =

Definicija 3.9 — Racunanje potisnog automata nad ulaznim stringom.
Nekaje P = (Q,X,I",8,qo,F) potisni automati @ = ;... 0, (aj €L, j =
1,...,n) ulazni string. Sa YR oznacimo skup konacnih nizova (qo, .. ., gx)
takvih da postoje fB; € X¢, %, 6; € T'e, Q0,Q;,Q € T (i = 1,...,k) tako da
vazi:

1. go je pocetno stanje od P;

2. (qi+1,5,-) S 6(qi,Bi+1,%), zai=0,....k—1;

3. Qp=¢,Q;= Q;’)/i, Qi1 = Q;S,', (i=0,....,k—1);

4, ﬁ] .. -Bk:al L Oili (ﬁ] .. -ﬁk:al SO, s<ni 5(qk,ocs+1,yk):®).

Sa R, oznacimo skup beskonacnih nizova (g, g1, .. .) takvih da postoje
Bi € X¢, ¥;,0; € Te, Qo,Qi,Q§ el™ @(@=1,2,...) tako da vazi:

1. go je pocetno stanje od P;

2. (qi+1,6,~) S 5(q,-,B,~+1,%), zai=0,1,...;

3. Qy=¢,Q;= .Q.;’)/,', Qi1 = .Q.;&', (i=0,1,...);

4. B ...ﬁj: op...0;,S; <n,Vj>0.

Tada R = 93| U R, nazivamo racunanje automata N nad ulaznim
stringom @. Ako postoji niz (qo, - ..,qx) € A tako da je g zavr$no stanje i
Bi ... B = o, tada kaZzemo da automat N prihvata string ®. U suprotnom
kazemo da automat N odbija (ili ne prihvata) string .

U sljjedecim primjerima konstruiSemo potisne automate za neke konte-
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kstno nezavisne jezike.

= Primjer 3.15 Konstruisi potisni automat koji prepoznaje jezik A = {w | ® =
R
o™},

TraZeni automat je dat na slici 3.4.

0,e ->0 0,0 ->¢
le->1 1,1 ->¢

()= 6 E'$

0, ->¢
l,e->¢

Slika 3.4: PDA koji prihvata string akko je palindrom.

Jezik A je skup svih palindroma. Za string ® = x1 ...x, kaZzemo da je palin-
drom ako vrijedi x; = x,,1—4, Vi € {1,...,n}. Ovo jo§ moZemo pisati i kao
Xi = Xpy1-i, Vi € {1, e |_l’l/2J}

Princip rada je slijede¢i. Na pocetku, na stek stavljamo $ - oznaku za
prazan stek. Ideja je da string Citamo do njegove sredine, te da na stek
stavljamo simbole koje smo procitali. Nakon $to prodemo sredinu stringa,
sa steka skidamo simbole, te ih poredimo sa simbolima koji se nalaze u
drugoj polovini stringa. Ako na svakom mjestu imamo podudaranje, string je
palindrom. Ako na barem jednom mjestu imamo razlicite simbole, string nije
palindrom.

Problem je Sto, prilikom Citanja stringa, ne znamo kada smo stigli do
sredine. Zato, u svakom koraku, nedeterministicki granamo na dva slucaja:
ako smo stigli do sredine stringa i ako nismo. U prvom slucaju pocinjemo
skidati simbole sa steka, te ih porediti sa sa simbolima koje ¢itamo u nastavku.
U drugom slucaju, nastavljamo sa stavljanjem procitanih simbola na stek.

Ako procitamo cijeli ulazni string i stek ostane prazan, ulazni string je
palindrom. U suprotnom, nije palindrom. n

a Primjer 3.16 — Unija poﬁsnih automata. Konstruisati potisni automat
koji prepoznaje jezik A = {a'b/ck | i= jV j=k,i, j,k > 0}.

Uo¢imo da je £ = {a,b,c}. Neka je A; = {a'b'cF | i,k > 0}, Ay = {a'bic] |
i,j>0}. Tadaje A=A UAj;. Sa P| i P, oznalimo PDA koji prepoznaju A; i
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za A (slika 3.5). Na slici 3.5c¢ je data unija P automata P; i P;.

(a)

(b)

(c)

Slika 3.5: (a) PDA koji prepoznaje jezik {a'b'c* | i,k > 0}. (b) PDA koji prepoznaje
jezik {a'bck | i,k > 0}. (c) PDA koji prepoznaje jezik A = {a'b/ck |i=jV j=
k,i,j,k > 0}, dobijen kao unija PDA pod (a) i (b).

Automat P; konstruiSemo tako Sto ¢itamo simbole a i stavljamo ih na stek.
Zatim, nastavljamo sa Citanjem simbola b, te za svaki procitani b, skinemo
po jedan a sa steka. Nakon §to proCitamo sve b-ove, stek treba ostati prazan.
Preostale c-ove samo proc¢itamo, bez ikakvij operacija na steku.

Automat P> konstruiSemo na sli¢an nacin.

Uniju automata P 1 P> konstruiSemo sli¢no kao uniju NFA: dodamo novo
pocetno stanje, koje sa starim pocetnim stanjim povezemo €-strelicama. Kod
PDA, e-strelica je oblika €,€ — €. .
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Zadatak 3.2 — Za samostalan rad. Konstruisati automat koji predsta-
vlja nadovezivanje i automat koji predstavlja zvjezdicu datih automata.
Konstrukcija je sli¢na kao kod NFA, jedino ovdje trebate paziti na stek. =

Slijedeci primjer demonstrira kako kontekstno nezavisnu gramatiku pre-
tvoriti u (ekvivalentni) potisni automat.

= Primjer 3.17 Datu gramatiku konvertovati u ekvivalentni potisni automat.

— BAIC

— 0CI1I1111C0
— DCIIDle
— 011

SAaw >

Rjesenje je dato na slici 3.6. Na stek stavimo oznaku za prazan stek ($), te
pocetno stanje gramatike. Za svako pravilo gramatike oblika X — Y ...Y;,
konstruiSemo niz stanja automata, koji rade slijedece: za steka skinemo X, a
na stek stavimo Y, Y;_1,...,Y], te sa ulaznog stringa ne Citamo simbol. Na
kraju, sa stringa ¢itamo a, sa steka skidamo a (a € ¥) 1 na stek ne stavljamo
niSta. Ako dodemo u situaciju da je string prazan, tj. da sa steka skidamo $,
idemo u zavr$no stanje. Ako smo, na ovaj nacin, procitali cijeli string, automat
ga prihvata.

Slika 3.6: PDA ekvivalentan sa CFG iz primjera 3.17.
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Za samostalan rad, datom gramatikom generisati neki string, te ga iskoris-
titi kao ulaz za potisni automat, koji ste konstruisali. Uociti sli¢nost izmedu ko-
raka gramatike i automata. MoZete uzeti primjer A — C — DC1 — 1C1 — 101.
Uvijek se prvo mijenja prva varijabla sa lijeve strane. .

Prethodni primjer ilustruje slijedecu tvrdnju.

Tvrdnja 3.6 Za svaku kontekstno nezavisnu gramatiku G postoji ekviva-
lentni potisni automat P, tj. vazi L(G) = L(P).

Dokaz. Prvo proucite primjer 3.17.

Opisimo na koji nacin konstruiSemo PDA P za datu CFG G = (V,%L,R,S).
Na stek stavimo oznaku za prazan stek ($), te poCetno stanje gramatike. Za
svako pravilo gramatike oblika X — Yi...Y}, konstruiSemo niz stanja au-
tomata, koji rade slijedece: za steka skinemo X, a na stek stavimo Yz, Y1, ...,
Y1, te sa ulaznog stringa ne ¢itamo simbol. Na kraju, sa stringa ¢itamo a, sa
steka skidamo a (a € ¥) i na stek ne stavljamo niSta. Ako dodemo u situaciju
da je string prazan, tj. da sa steka skidamo $, idemo u zavr$no stanje. Ako
smo, na ovaj nacin, procitali cijeli string, automat ga prihvata.

Dokazimo da automat prihvata string @ akko ga generiSe gramatika G.
Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po duZini generatornog niza, u oznaci k.

Nekaje k =1. Tadaje Qo =S1Q) =acX. Toznatidaje w =aidaga
generiSemo sa S — a, pri cemu je S pocetna varijabla gramatike. Automat P ¢e

. .. . .. L. o £,6—9$ £,e—S £,5—a a,a—€
prihvatiti string @ = a na slijjede¢i nain: gs — q1 — q2 — ¢ —

e$—e . el qe ee 1. . . et . .
q>» — qg. PoSto smo procitali cijeli string 1 zavrsSili u prihvatnom stanju,

automat Ce prihvatiti string @ = a.

Pretpostavimo da tvrdnja vazi za sve generatorne nizove duZzine 1,...,k
(k > 1). Dokazimo da vazi i za generatorne nizove duzine k + 1. Neka je
S — S1...5;. Napocetku se na steku nalazi Sy, ...,S;, pri Cemu je S; na vrhu
steka. Da bi automat P pristupio S1,...,S;—1, prvo se S; mora konvertovati u
string @y, te se taj string pomocu pravila a,a — € (a € ¥) skida sa steka.

Umjesto Sy, ...,S;—1 postavimo simbol $, te posmatrajmo podgramatiku
G; sa pocetnom varijablom S;. PoSto je duZina generatornog niza za string
@ manja od k, moZemo primjeniti induktivnu prepostavku. Gramatika G;
generiSe string wy, pa ¢e masina P prihvatiti @y. Tj, imacemo konfiguraciju
sa stanjem ¢ i simbolom $ na steku. Sada, umjesto $ vratimo Sy,...,S, |, te
opet, kao maloprije, primjenimo induktivnu pretpostavku i dobijemo da ¢e
masina P prihvatiti @y, ..., ®_1, odnosno da Ce prihvatiti string ®.
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Tvrdnju u drugom smjeru mozZemo dokazati analogno, pomoc¢u matema-
ticke indukcije. |

Slijedeci primjer demonstrira kako za potisni automat konstruisati ekviva-
lentnu kontekstno nezavisnu gramatiku.

= Primjer 3.18 Potisni automat dat na slici 3.7a konvertuj u ekvivalentnu
kontekstno nezavisnu gramatiku.

Prvi korak je da PDA normalizujemo, tj. pretvorimo u pogodniji oblik. Pravila
normalizacije su data na slici 3.7c-e. Ako imamo viSe zavr$nih stanja, ubacimo
novo zavr$no stanje koje je sa starim zavr§nim stanjima povezano €-strelicama.
Opet ubacimo novo zavr$no stanje, a na starom zavrSnom stanju ispraznimo
stek. Na kraju, obezbjedimo se da svaka tranzicija stavlja string na stek ili ga
skida sa steka, ali ne oboje.

Slika 3.7b prikazuje normalizovani automat.

Sada moZzemo pristupiti konstruisanju odgovarajuée gramatike. Za svaki
par (p,q) stanja automata ¢emo konstruisati varijablu A ,, (slika 3.8).

Za svako stanje ¢ dodamo jedno pravilo Ay, — €.

Za svaka tri stanja p, q,r dodamo pravilo A,, — A ;A 4. Ovo mozemo (a
i ne moramo) optimizirati tako $to ¢emo postaviti uslov da mora postojati put
od pdog,teod godr.

Za svaka Cetiri stanja p,q,r,s, za koja vazi: (¢,x) € 8(p,a,€) i (s,€) €
0(r,b,x), zaneke a,b,x € ¥, dodajemo pravilo A ,; — aAgb.

Ako su S 1 E pocetno i zavrSno stanje automata, tada je Asg pocetna
varijabla gramatike. U naSem primjeru, poCetna varijabla je Ay, -

Na osnovu prethodnih pravila generiSemo slijede¢u gramatiku. Zbog
velikog broja varijabli, neCemo napisati sva pravila gramatike.

Agoqs = AqoaniAgoiga ' AgeAqugs 1 - - -
qoq0 7 €

g S

5=
L
M th M

49394

912912 —€

q13923 7 €
— &

— &

423923

N N
S
\
™

434934
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Agar * AgorAgig
Agoqr = AqoqinAging
Agoaiz = AqogoAdordos
Agoqis 7 Agoa1Agiqos

Agzqs 7 AqsqauAaauas

Agoqs = €Agig13€
Agoqs > €Ag g, €

Agoqs = €AG g2, €

(@) 0,1->0 .I 1,8 ->¢ .I (c)

g€,a ->¢€

(d) E'E_»
- O

a,b ->¢

(e) a,b ->c £,€ ->C
= (1) —()

‘m a,E ->¢ .a m a,e ->b aa,b ->g g

Slika 3.7: PDA iz (a) transformiSeno u PDA iz (b) koristeéi pravila (c-e). (¢) Ako
imamo vise zavrs$nih stanja, ubacimo novo zavr$no stanje koje je sa starim zavr$nim
stanjima povezano €-strelicama. (d) Nakon $to dobijemo samo jedno zavr$no stanje,
opet ubacimo novo zavr$no stanje, a na starom zavrSnom stanju ispraznimo stek. (e)
Obezbjedimo se da svaka tranzicija stavlja string na stek ili ga skida sa steka, ali ne
oboje. Vazi b # €,c # €, ali moze biti a = €.
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PDA CFG

®) Apr> AoPar

(c)

Aps-> aAqrb

Slika 3.8: Generalna pravila za konvertovanje PDA u CFG. (a) Svakom stanju ¢
pridruzujemo pravilo gramatike oblika A,, — €. (b) Ako postoji put od p do ¢ i od
q do r, tada ubacujemo pravilo oblika A, — A,;A,r. (¢) Ako imamo luk od p do
g, sa steka ne skidamo nista i stavljamo x; put od ¢ do r; te luk od r do s, pri cemu
skidamo x sa steka i ne stavljamo niSta, tada ubacujemo pravilo oblika A,; — aA,,b.
Dozvoljenojea=c¢ilib=¢.

Prethodni primjer ilustruje slijedecu tvrdnju.

Tvrdnja 3.7 Za svaki potisni automat postoji ekvivalentna kontekstno neza-
visna gramatika.

Dokaz. Neka je P potisni automat. Koristeci pravila opisana na slici 3.7(c-e)
mozemo dobiti PDA koji: ima tacno jedno zavr$no stanje, isprazni stek prije
prihvatanja stringa (ako ga prihvata) i svaka tranzicija stavlja simbol na stek
ili ga skida sa steka. Ovako dobijeni PDA ozna¢imo sa P’

Gramatiku G iz P’ moZemo koristiti koriste¢i pravila opisana na slici 3.8.

Neka je o string kojeg prihvata automat P’. DokaZzimo da ga generiSe gra-
matika G.
Prvo ¢emo dokazati neke leme.
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Lema 3.1 Pretpostavimo da sa stringom & moZemo poceti iz stanja p sa
praznim stekom i sti¢i u stanje ¢ sa praznim stekom. Tada, koristeci pravila
gramatike G i poCinjuci sa varijablom A ,;, moZemo generisati string o.

Dokaz. Koristiéemo indukciju po duZini puta od p do g. DokaZimo da tvrdnja

- . .- . . . .. a,e—x bx—e
vazi ako je duZina puta jednaka 2. Tada imamo situaciju: p — s — q.

Tada smo sa stringom @ = ab stigli od p do g. Sa druge strane, A,; — aAgb
1 Agg — € generiSu isti string.

Neka tvdrnja vazi za sve puteve duZine 1,2...,k (k > 2). DokaZimo da
vazi za put duZine k+ 1. Ako po¢nemo u p sa praznim stekom, tada je prvi
korak stavljanje simbola, recimo x, na stek. Neka je s prvo stanje u koje
ulazimo sa praznim stekom.

Ako je s # g, tj. ako s dolazi prije ¢, tada imamo A, = A ;A,. Neka je
W = W, pri cemu @; odgovara putu od p do s, a @, odgovara putu od s
do g. Prema induktivnoj pretpostavci, A, generiSe @ 1 Ay, generiSe . 1z
Apg = ApsAgg imamo da A, generiSe 0 = @1 @s.

Neka je sada s = g. Uzmimo da put od p do ¢, koji generiSe @, ima oblik:

: b . e
P e pP1—... = q1 e q. Posto od p; do g simbol x nije skidan sa

steka, to znaci da sa praznim stekom moZemo krenuti od p; i sti¢i do g; sa
praznim stekom. Neka je @ = a®’b. Iz induktivne pretpostavke imamo da sa
Ap 4, moZemo generisati @'. 1z Ap; — aAp, 4, b imamo da, koristeci pravila
gramatike G i koristeCi A, kao pocCetnu varijablu, mozemo generisati ©. W

Neka je go pocetno stanje i ¢ zavrno stanje automata P’. Svaki string @
koji automat P’ prihvata po€inje iz o i zavr$ava u g5 sa praznim stekom. Iz
leme 3.1 imamo da Ay, generise string @. Posto je Ay, pocetna varijabla
gramatike G, imamo da G generiSe @, Sto je 1 trebalo dokazati.

Neka je sada o string kojeg generise gramatika G. DokaZimo da automat P’
prihvata w. Dokaz je slican kao u suprotnom smjeru.

Lema 3.2 Neka gramatika G, sa A, kao poc¢etnom varijablom, generiSe
string ®. Tada u automatu P’ moZemo krenuti od p sa praznim stekom i
sti¢i do g sa praznim stekom sa stringom @.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu leme 3.1 1 neCemo ga ponavljati. |
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Posto G generiSe @, 1 Agyq, je poCetna varijabla od G, to sa stringom @
mozemo krenuti od go sa praznim stekom i sti¢i do gy sa praznim stekom.
Drugim rije¢ima, automat P’ prihvata string @, §to je i trebalo dokazati. W

Iz prethodne dvije tvrdnje direktno slijedi slijedeca tvrdnja.

Teorema 3.1 Jezik je kontekstno nezavisan akko ga neki potisni automat
prepoznaje.

Dokaz. Neka je A kontekstno nezavisan jezik. Tada postoji kontekstno neza-
visna gramatika G koja generiSe A, tj. vazi L(G) = A. Iz tvrdnje 3.6 postoji
potisni automat P tako da je L(P) = L(G). Posto je L(G) = A, imamo L(P) =
A. Znaci, potisni automat P prepoznaje jezik A.

Neka je P potisni automat, koji prepoznaje A, tj. vazi L(P) = A. Tada postoji
kontekstno nezavisna gramatika G ekvivalentna sa P (tvrdnja 3.7), tj. vazi
L(G) = L(P). Znadi, L(G) = A, tj. gramatika G generise jezik A, pa je A
kontekstno nezavisan jezik. |

i Prethodna teorema govori da ako se neki problem moze predstaviti pomocu
kontekstno nezavisnog jezika, tada se taj problem mozZe rijesiti pomocu potisnog
automata.

VaZi i obratno, ako se neki problem moZe rijeSiti pomocu potisnog automata, onda
se moZe prikazati u obliku kontekstno nezavisnog jezika.

K Ranije smo konstatovali da PDA mozZe uci u beskonaCnu petlju (zadatak 3.1).

Ovo mozemo izbjeci tako Sto éemo PDA P konvertovati u ekvivalentnu gramatiku
G, a gramatiku prikazati u Chomsky normalnoj formi G'.

Ako P prihvata string ®, tada G’ generiSe ® u 2|w| — 1 koraka. RjeSenje je da,
pomocu G, generiSemo sve stringove duZzine 2|®| — 1, te provjerimo da li se
medu njima nalazi @. Ako da, tada P prihvata @. U suprotnom ga odbija.

Ovo razmatranje je formalizovano zadatkom 4.10.

Slijedeca tvrdnja je ocigledna.



3.2.1

3.2 NedeterministiCki potisni automati 83

I Tvrdnja 3.8 Svaki regularan jezik je i kontekstno nezavisan.

Dokaz. Neka je A regularan jezik. Tada postoji NFA N koji prepoznaje A, .
vazi L(N) = A. Posto je N ujedno i PDA koji ne koristi stek, tada postoji PDA
koji prepoznaje A, pa je A kontekstno nezavisan jezik.

Znaci, proizvoljan regularan jezik je kontekstno nezavisan. Ovim je
tvrdnja dokazana. |

Pumpajuca lema za kontekstno nezavisne jezike

Sli¢no kao kod regularnih jezika, koristi¢emo Pumpajucu lemu za kontekstno
nezavisne jezike da bi dokazali da neki jezik nije kontekstno nezavisan.
Prvo uvedimo pojam koji ¢e nam trebati u dokazu slijedece teoreme.

Definicija 3.10 — Rekurzivna varijabla. Za varijablu R gramatike G
kazemo da je rekurzivna ako postoji generatorninizR — Q — Qp ... — Q;
tako da Q; = aRfB, za neko i € {1,2... .k}, a,B € (VUE)*, a # ¢ ili
B#e.

n Primjer 3.19 Gramatika G data sa

S—0ABI
A—011CD
B—00AI1
C—BI10
D—DO0I11

ima rekurzivnu varijablu A. Primjer za to je A — CD — B1D — 00A1D. =

Lema 3.3 Gramatika G generiSe beskonacan jezik akko ima rekurzivnu
varijablu.

Dokaz. Pretpostavimo da gramatika G ima rekurzivnu varijablu. DokaZimo
da generiSe beskonacan jezik. Neka je A rekurzivna varijabla. Tada vaZzi
A —* aAB, pri ¢emu sa —* oznatavamo neki generatorni niz. Ponavljajuéi
prethodni postupak & puta imamo: A —* a*AB*. Postoje o # € ili B # € za
k=1,2... dobijamo beskonacno mnogo stringova.

Sada pretpostavimo da gramatika G nema rekurzivnu varijablu. Znaci da
proizvoljan put od pocetne varijable S do nekog terminala u proizvoljnom
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stablu raSlanjivanja ne ponavlja varijable. Prema tome, duZina svakog takvog
puta je ograni¢ena brojem varijabli, pa je i broj mogudih stabala ras¢lanjivanja
konacan, odnosno broj mogucih stringova je konacan. [

Teorema 3.2 — Pumpaju¢a lema za kontekstno nezavisne jezike.
Neka je A kontekstno nezavisan jezik. Tada postoji p > 0 (pumpajuca
duZzina), tako da za svako s € A za koje je |s| > p postoji podjela s = uvxyz
tako da vazi:

1. uvkxykz € A za svako k > 0;

2. |vy| >0;

3. |vxy| < p.

Dokaz. Neka je G gramatika koja generiSe jezik A. Posmatrajmo dva slucaja:
jezik A je konacan ili beskonacan.

Neka je jezik A konaCan. Tada postoji p > 0 tako da je |s| < p za svako s € A.
Za ovakvo p vazi tvrdnja leme.

Neka je sada jezik A beskonacan i neka je G gramatika koja generise A.
Posmatrajmo sve stringove iz A koji se mogu generisati bez rekurzivnog
ponavljanja varijable. Takvih stringova ima konacno mnogo (lema 3.3), pa su
ograniceni po duZini. Neka je p; gornja granica za duZine takvih stringova. To
znaci da, ako s € A i |s| > pj, tada postoji generatorni niz za s u kojem se neka
varijabla (recimo R) rekurzivno ponavlja. Neka je S —* uRz —* uvRyz —*
uvxyz = s. Znaci, imamo R —* vRy, tj. umjesto R moZemo staviti vRy
proizvoljan broj puta (slika 3.9). Na taj nacin imamo: S —* uRz —* uvRyz —*
uvvRyyz = uv’Ry*z —* w*Ry*z —* uvFxy*z. Koristeéi pravila gramatike G,
generisali smo string uv xy*z, pa vazi uvkxykz € A.
Posto je R rekurzivna varijabla, vrijedi v # € ili y # €, tj. |vy| > 0.

Dokazimo da mozemo izvr$iti podjelu tako da vazi [vxy| < p. Neka je b najveci
broj varijabli i terminala sa desne strane proizvoljnog pravila gramatike G. To
znaci da je faktor grananja bilo kojeg stabla raSclanjivanja manji ili jednak b.
Neka je N broj varijabli gramatike G. Tada bilo koji put duZine ve¢e N 41 u
stablu sadrZi varijablu koja se ponavlja, a to je ujedno i rekurzivna varijabla
(podrazumijevamo da nemamo pravila oblika X — X, koja su bespotrebna).
Neka je p» = bV *!. Uzmimo rekurzivnu varijablu R koja je najniZe postavljena
stablu raSclanjivanja stringa s. To znaci da put od R od proizvoljnog terminala
je duZine najvise (N + 1), te je broj terminala tog stabla najvise bV 1, tj. R
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(a) (b)

Z> Z>
| i
| AN

Slika 3.9: (a) Stablo rasclanjivanja za string uvxyz. (b) Stablo rasclanjivanja za string
2.2
uv-xy“z.

generiSe podstring duZine najvise bV 1. Podstring kojeg generi§emo pocinjuéi
uR je vxy, paje [vxy| < p.
Ako uzmemo p = max{p1, p2}, dobijamo tvrdnju leme. [ |

Pumpajucu lemu za CFL ¢emo koristiti da dokaZemo da neki jezik A nije
kontekstno nezavisan. Da bi to dokazali, pretpostavi¢emo suprotno, tj. da
jeste kontekstno nezavisan. Zatim, odabra¢emo neki string @ € A, te koristeci
Pumpajuéu lemu za kontekstno nezavisne jezike, konstruisati string @; € A.
Sa druge strane, imacemo da ®; ¢ A. Na ovaj nacin ¢emo dobiti kontradikciju
sa pretpostavkom da je A kontekstno nezavisan.

= Primjer 3.20 Dokazi da jezik A = {a"b"c" | n > 0} nije kontekstno nezavi-
san, pri ¢emu je X = {a,b,c}.

Pretpostavimo suprotno, jezik A je kontekstno nezavisan. Tada vazi Pumpa-
juca lema za CFL. Neka je p pumpajuéa duZina. Uzmimo s = a’b?c? i neka
je s = uvxyz podjela iz Pumpajuée leme za CFL. Posmatrajmo slucajeve.

Slucaj 1. Neka je vxy sadrzano u a”bP. Tada s, = uv?xy*z sadrzi vise a-ova
ili b-ova nego c-ova, pa sy ¢ A, §to je u kontradikciji sa Pumpaju¢om lemom
za CFL.

Slucaj 2. Slucaj kada je vxy sadrzano u bPc? je analogan.

Podstring vxy ne moze sadrzati a i c, jer bi tada sadrzao i b”, pa bi imali
lvxy| > p, §to je u kontradikciji sa podjelom stringa s.
Iz dobijenih kontradikcija imamo da A nije kontekstno nezavisan. n
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i Posmatrajmo problem: "Da li je dati string oblika a"b’c™". 1z prethodnog primjera
zaklju€ujemo da ovaj problem ne moZemo rijeSiti pomocu potisnih automata.

Sada moZemo dokazati da klasa kontekstno nezavisnih jezika nije zatvorena
pod operacijama presjeka i komplementiranja. To ¢emo uraditi slijedecim
primjerima.

u Primjer 3.21 Iskoristi jezike A = {a"b"c" |m,n > 0}, B={d"b"c" | m,n >
0} da dokaze$ da klasa kontekstno nezavisnih jezika nije zatvorena pod opera-
cijom presjeka.

Iz primjera 3.7 imamo da su jezici A 1 B kontekstno nezavisni. Jezik AN
B = {a"b"c" | n > 0} nije kontekstno nezavisan (primjer 3.20). Znaci, klasa
kontekstno nezavisnih jezika nije zatvorena pod presjekom. n

= Primjer 3.22 Koristeéi prethodni primjer, dokazati da klasa kontekstno
nezavisnih jezika nije zatvorena pod operacijom komplementiranja.

Pretpostavimo suprotno, da klasa CFL jeste zatvorena pod komplementira-
njem. Neka su A i B jezici iz primjera 3.21. Tadasu A i B CFL, pajei AUB
CFL. Iz De-Morganovih obrazaca imamo AUB = ANB, pajei ANB CFL.
Posto smo pretpostavili da je klasa CFL zatvorena pod komplementiranjem,

imamo da je AN B = AN B kontekstno nezavisan jezik, $to je u kontradikciji
sa primjerom 3.21.
Znaci, klasa CFL nije zatvorena pod komplementiranjem. .

Iako klasa kontekstno nezavisnih jezika nije zatvorena pod operacijom
presjeka (primjer 3.21), ipak moZemo iskazati neSto po tom pitanju.

Tvrdnja 3.9 Neka je A regularan i B kontekstno nezavisan jezik. Tada je
A N B kontekstno nezavisan jezik.

Dokaz. Dokaz je slican konstrukciji presjeka dva DFA (primjer 2.19), pa
predlazemo da prvo pogledate taj primjer.

Nekaje D= (Q1,X, 81, a0, F1) DFA koji prepoznaje A, N = (0>, X,T", 8, ao,
F>) NFA koji prepoznaje Bi N’ = (Q',X,T",6',q0,F’) NFA koji prepoznaje
AN B, akoji tek treba da konstruiSemo. Ideja je da string paralelno pustimo
kroz oba automata D 1 N. Ako oba automata prihvate string, tada 1 N prihvata
string.
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Da bi imali paralelno raCunanje, treba da pratimo stanja od D i N istovre-
meno. To ¢emo postiéi tako $to uzmemo Q' = Q1 X Or ={(a,b) |a € Q1,b €
0> }. Posto N’ prihvata string akko ga prihvataju Di F, to je F' = F; X F>.

Na koji nac¢ina N’ rafuna, tj. kako izgleda funkcija tranzicije 6’ ? Automat
N’ ima stek identi¢an steku automata N. Ako se nalazimo u stanju (a,b) € O’
i ¢itamo simbol &, 6’ na prvu koordinatu (tj. a) djeluje na isti na¢in kao &;, a
na drugu koordinatu (tj. b) djeluje na isti nacin kao &, i vr$i iste operacije na
steku. Formalno ovo moZemo zapisati kao:

5((61,[7),06,[3): U{(Sl(a7a>7b/7ﬁ/)}'
(v'.B"ed(b,a.B)

Na ovaj nacin simuliramo paralelan rad automata D i N. Prema tome
konstruisali smo PDA koji prepoznaje AN B, pa je AN B kontekstno nezavisan
jezik. |

= Primjer 3.23 Dokazi da jezik A = {0" | n je prost broj} nije kontekstno
nezavisan.

Pretpostavimo suprotno. Tada vaZzi Pumpajuca lema za CFL i neka je p > 0
pumpajuéa duzina. Neka je k > p i k je prost broj. Uzmimo s = 0F = uvxyz € A.
Tada je s; = uv'xy'z = 0K pri éemu je m = |vy| > 0. Posto s; = uvixy'z € A
za svako i > 0, to je (k+i-m) prost broj za svako i > 0.

Sa druge strane, zai =k broj k+i-m=k+k-m=k-(1+m) se moze
prikazati kao proizvod dva cijela broja veca od 1, pa nije prost broj. Dobijamo
kontradikciju. Prema tome A nije CLF. n

= Primjer 3.24 Neka je B = {® | ® ima isti broj a-ova, b-ova i c-ova} jezik
nad alfabetom ¥ = {a, b, c}. DokaZi da B nije kontekstno nezavisan.

Imamo npr. da bbacac € B i aabbc ¢ B. Pretpostavimo suprotno, neka je B
kontekstno nezavisan jezik. Neka je C = a*b*c*. Tada je C regularan jezik, jer
smo ga predstavili pomocu regularnog izraza. 1z tvrdnje 3.9 imamo da je jezik
A=BNC={a"b"c" | n >0} CFL, §to je u kontradikciji sa primjerom 3.20.

Znaci, jezik B nije CLF. .

Uocite da u prethodnom primjeru nismo koristili Pumpajuéu lemu za
kontekstno nezavisne jezike, ve¢ tvrdnju 3.9.

= Primjer 3.25 Dokazi da jezik A = {ww® | ® € £*} nije kontekstno nezavi-
san.
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Pretpostavimo suprotno, da jeste CFL. Neka je p > 0 pumpajuca duZina. Neka
je s =0P1071071 € A i neka je s = uvxyz podjela iz Pumpajuce leme za CFL.
Tada, na osnovu Pumpajuée leme za CFL, s, = uv’xy?z € A.

Posmatrajmo slucajeve.

(a) Podstring vxy ne sadrzi 1. Tada v = 0%,y =0 ia+b > 0. Znaéi, sa v2xy?
smo povecali broj nula i to u samo jednoj grupi 07, tj. s, = 0P+4+21071071
ili 50 = 0P10PT4+b 1071 ili 55 = 01071074401,

Pretpostavimo da je s, = 07107 T4+?1071 (ostala dva slucaja se dokazuju
analogno). Zbog s» € A imamo s, = W3 1 ®] = Wy = 3. Posto je ai
sufiks od 57, to w3 zavrSava sa 1, pa @ i @, zavrSavaju sa 1. U s, imamo
taéno tri jedinice, pa mora biti @; = 071, w, = 0P74+?1, w3 = 0”1, §to je u
kontradikciji sa ) = @, = @s.

(b) Sada pretpostavimo da vxy sadrzi 1. Posto je |vxy| < p, to vxy sadrZi tatno
jednu 1. Naime, kada bi vxy sadrzavalo barem dvije 1, onda bi sadrzavao i 07,
pa bi imali |vxy| > p, §to je nemoguce.

(b.1) Neka v ili y sadrzi 1. Znaci, sp = uvvxyyz sadrzi dodatnu 1, tj. s»
sadrZi ta¢no 4 jedinice. Sa druge strane, sy € A, pa s, = @' ®' @', a odavde
imamo da broj jedinica koje s> sadrzi mora biti djeljiv sa 3, §to je u kontradik-
ciji sa zakljuckom da s; sadrZi tatno 4 jedinice.

(b.2) Neka x sadrzi 1. Tada je v sadrZzano u jednom 07, a y u susjednom 0.
To znaci da se sa 5o = uvvxyyz pumpaju dva 0”. Tada je s, = 07410721071
ili s, = 0P10PT¢10P*%1. Sli¢no kao u slu¢aju (a), dobijamo kontradikciju
(kako?).

1z (a) 1 (b) imamo da A nije CFL. "

k-potisni automati

Vidjeli smo da nedeterministicke konacne automate moZemo posmatrati kao
potisne automate bez steka. Znaci, dodavanjem jednog steka proSirili smo
skup jezika koje mozemo prepoznati, tj. prosirili smo skup regularnih jezika
na skup kontekstno nezavisnih jezika.

Pod k-potisnim automatom podrazumijevamo potisni automat sa k stekova.
Znaci, O-potisni automat je NFA, 1-potisni automat je PDA.

Postavlja se pitanje, Sta ako imamo potisni automat sa vise od jednog
steka; da li je skup jezika, koje mozemo prepoznati sa takvim automatima,
Siri od skupa kontekstno nezavisnih jezika? Odgovor je potvrdan i nalazi se u
slijede¢em primjeru.
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= Primjer 3.26 Ovim primjerom ¢emo dokazati da 2-potisni automati prepo-
znaju Siru klasu jezika od "obi¢nih" 1-potisnih automata. Posmatrajmo jezik
A={d"b"c" | n > 0}. 1z Primjera 3.20 imamo da ne postoji potisni automat
koji prepoznaje A.

Konstruisaéemo 2-PDA koji prepoznaje jezik A (slika 3.10). Ideja je da na
prvi stek stavljamo sve simbole a, na drugi stek sve simbole b. Na kraju, za
svako procitano ¢, skidamo po jedan simbol sa prvog i drugog steka. String ¢e
biti prihvacen ako je procitan do kraja i oba steka su prazna.

a(e ->a)(e ->¢) b(e ->¢)(e ->b) c(a ->¢g)(b ->¢)

€ (e ->$)(e ->$)

(g ->€ )(g ->¢)

Slika 3.10: 2-PDA koji prepoznaje A = {a"b"¢" | n > 0}.

Sada se postavlja pitanje da li 3-potisni automati prepoznaju Siru klasu
jezika od 2-potisnih automata. Odgovor je negativan 1 dokazan je u slijedecoj
tvrdnji.

Tvrdnja 3.10 Klasa jezika koju prepoznaju k-potisni automati (k > 3) je
jednaka klasi jezika koju prepoznaju 2-potisni automati.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo prvo dokazati za k = 3. Neka je A jezik kojeg pre-
poznaje neki 3-potisni automat. DokaZimo da postoji 2-potisni automat koji
prepoznaje A.

Slika 3.11 opisuje kako se tranzicija u 3-PDA moze predstaviti kao niz
tranzicija u 2-PDA.

Neka je sada k > 3 i neka su Sy,5,,...,S; stekovi k-PDA. Odaberimo tri
proizvoljna steka, recimo S;_»,S;_1 1 Sx. Analogno prethodnom slucaju,
mi ova tri steka moZemo zamijeniti sa dva steka: S;_, i 5;_;. Na taj nacin
dobijamo automat sa k — Istekova: S1,55,...,S;_,. Ponavljajuéi ovaj postupak,
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snizavamo broj stekova za 1, dok ne dobijemo automat sa 2 steka, tj. 2-
PDA. |

Koja je to klasa jezika koju prepoznaju 2-potisni automati? Ta je klasa
mnogo Sira nego $to se na prvi pogled moze pretpostaviti. Naime, 2-potisni
automati su ekvivalentni Turingovim masinama, koje uvodimo u slijedecem
poglavlju.

Primjena gramatika

Ovdje ¢emo navesti jednu primjenu gramatike u programskim jezicima.

Programski jezik se sastoji od niza pravila slicnih onim iz zadatka 3.6 -
vidi naredne zadatke za samostalan rad.

Kompajler programski kod tretira kao ulazni string ®. Jedan od zadataka
koji obavlja je da provjeri da li gramatika, koja odgovara programskom jeziku,
moZze generisati dati string @, tj. da li moZe generisati dati programski kod.
Ako ne moZe, onda javlja greSku (eng. syntax error). Ovaj proces obavlja dio
kompajlera koji se naziva parser. U tom procesu, konstruiSe i odredenu vrstu
stabla rasclanjivanja (parse tree).

Gramatika za C++ nije kontekstno nezavisna. Slika 3.12 prikazuje dio
gramatike za C++17, koji se nalazi u [25]. Simbol ":" predstavlja "—".
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(a) a (b, ->c;)(b, ->c,)(bs ->c5)
b, b, by S 2 !
Q Q, Q3 Q) Q, Q3
S, S, S3 S1 S2 S5
€ (0 ->¢€)(g ->0) € (0 ->¢)(e ->0)
€ (1 ->¢)(g ->1) € (1 ->¢)(e ->1)
£ (# ->¢€)(e ->#)‘ms(b2 ->g)(e >N LOYE(#->E) (£ ->#)
> 2 = 3
® L ] [ N ] [ ] [ ] [ N ] L ]
b, 2
Q, Q, *
# R # R
. b, Q, b, Q3
3 c C3
ol 3 Q,
$ $ s
S, S1 S S1 Sz

€ (e ->0)(0 ->¢])
€ (g -=>1)(1 ->¢)
€ (e ->#)(# ->¢)

& (g ->)($ ->$) g(by ->¢;)(e ->¢)
@‘ /< 4

?C3 o0 [y * > o “ [y * > o # [y

Q

3 R R
# Q, fclz
7 ok ok
# c 3 b 3

c 1 1 c

1 a C3 3
Ql $ 1 $ 1 $
S1 Sz S1 S S1 Sz

Slika 3.11: Transformacija 3-PDA u ekvivalentan 2-PDA.
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init-statement:
expression-statement
simple-declaration

selection-statement:

if constexpr_opt ( init-statement_opt condition ) statement

if constexpr_opt ( init-statement_opt condition ) statement else
statement

switch ( init-statement_opt condition ) statement

iteration-statement:

while ( condition ) statement

do statement while ( expression ) ;

for ( init-statement condition_opt ; expression opt ) statement
for ( for-range-declaration : for-range-initializer ) statement

Slika 3.12: Dio gramatike za C++.

Zadaci za samostalan rad

Zadatak 3.3 Neka je X = {(,)}. Simbol ( nazivamo lijeva zagrada, a
simbol ) nazivamo desna zagrada.

Za string @ € X kazemo da je string pravilno balansiranih zagrada ako
je svaka lijeva zagrada uparena sa desnom zagradom koja dolazi poslije,
a svaka desna zagrada je uparena sa lijevom zagradom koja dolazije prije.
Dalje, ako lijeva zagrada [y dolazi prije lijeve zagrade [, tada r, desna
zagrada uparena sa [, dolazi poslije rp, desne zagrade uparene sa [, tj.
vazi: ..(g (1) ryees )y

Zagrade koje se javljaju kod matematickih izraza imaju ovu osobinu.

Zadatak je da se konstruiSe kontekstno nezavisna gramatiku za jezik
A ={® |  je string pravilno balansiranih zagrada}. »
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Zadatak 3.4 Konstruisi kontekstno nezavisnu gramatiku koja generise:
(@) A={® | ® imaisti broj 0i 1};
(b) B={wso® | ®,s € *};
(¢) C={0"1"|m < 2n}.

I Zadatak 3.5 KonstruiS$i PDA za jezike iz prethodnog zadatka. ]

Zadatak 3.6 Data je kontekstno nezavisna gramatika:
START->ASSIGN | IF-THEN | IF-THEN-ELSE,;
IF-THEN->if condition then START;
IF-THEN-ELSE->if condition then START else START;
ASSIGN->a:=1 | a:=2;
pri Cemu je ¥ = {if,condition,then,else,a:= 1,a:=2} 1V = {START,
IF —THEN,IF —THEN — ELSE ,ASSIGN}.
Koriste¢i gornju gramatiku generisi string:

@ = "if condition then a:=1 else a:=2".

Prethodni zadatak demonstrira kako se gramatika (ne nuZno kontekstno nezavi-
sna) moze iskoristiti da se opiSu pravila nekog programskog jezika. Kompajler
provjerava da li se programski kod (tj. dati string) moZe generisati pomocu pravila
gramatike koja opisuje programski jezik. Ako ne moZe, prijavljuje gresku.

Zadatak 3.7 Dokazi da slijedeci jezici nisu kontekstno nezavisni (po-
drazumijevamo X = {0, 1}):

(a) A={07| p je prost broj};

(b) B={1"|n>0};

() C={0%"|n>0};

(d) D={0P1"| p je prost brojin > p}.
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(4. Turingove masine

Automati koje smo spominjali imaju niz ograni¢enja: ograni¢enu memoriju,
nemoguénost da ¢itaju ulazni string u svim smjerovima, nemogucnost fleksi-
bilnog upisa. U ovom poglavlju uvodimo pojam Turingove masine, koja nema
ova ogranicenja i predstavlja teoretski model klasi¢nog kompjutera.

Vidjeli smo da smo imali jednostavne probleme koje nismo mogli rijesiti
pomocu DFA, NFA ili PDA. Turingova masSina moZe rijesiti bilo koji problem,
koji se moZe rijesiti algoritamskim putem.

Definicija Turingove masine

Karakteristike Turingove masSine su:
e ima memorijsku traku, koja je sa lijeve strane ogranicena, a sa desne je
beskonacna (dovoljno velika);
e ima glavu koja Cita i piSe simbole na traku;
e ulazni string uvijek pocinje na prvom polju trake i glava se na pocetku
nalazi na prvom polju;
e glava se u svakom potezu pomice lijevo ili desno (L/R);
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e ako je glava dosla na pocetak trake i pomakne se ulijevo, ostaje gdje je i
bila;
e masina ne zna kada je doSla na pocetak trake;
e podrazumijevamo da je deterministicka (nema grananja).
Polje, tj. memorijska Celija, Turingove masine moze da ne sadrzi simbol,
tj. da bude prazno. Simbol za prazno mjesto je _,. UoCite da je € #£ _,
Turingova masina ¢emo skraceno pisati TM.

= Primjer 4.1 Za datu Turingovu masinu i ulazni string @ = 1011, ispisi niz
stanja. Navesti parametre Turingove masine (skup stanja, funkciju tranzicije,
prihvatno i odbijajuce stanje).

(a) (b) ‘ ‘

ofofafaf-]o [x[xJafa]-]es
o x[1]a]=]% [xTxTu[1T=]%ccept

x[x[1]1]-]%

Slika 4.1: Primjer racunanja Turingove masSine. (a) Turingova maSina iz primjera 4.1.
(b) Niz konfiguracija na ulaznom stringu @ = 1011.

Niz konfiguracija je dat sa:

qo0 1011 ,

Oq 101 1,

q0x 11,

g xx11,

xq3 <11,

xxq3ll,

XX _Yaccept L. .

Zarazliku od DFA, NFA i PDA, string ne mora biti procitan do kraja. Cim
dodemo u stanje gaccepr 111 Grejecr, string se prihvata ili odbija. Ako u trenutnom
stanju nije definisana akcija za proc€itani simbol, string se automatski odbija.
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Tako, npr. string @ = 11, imamo: gol1, 0g;1, g301, 0gyejec/1. PoSto
u g3 nemamo definisanu akciju za simbol 0, automatski string se odbija, tj.
podrazumijevamo da za nedefinisani simbol postoji strelica prema stanju
Greject- Pri tome, isti simbol ostaje na traci i glava za Citanje se pomjera udesno
(mada nije bitno u kojem smjeru se pomjera glava za Citanje, jer je string
odbijen).

Skup stanja je dat sa Q = {q0,q1,92,493, Gaccept: Greject } - Alfabet ulaznog
stringa je dat sa £ = {0, 1}, dok je alfabet trake dat saI' = {0, 1, %, _}.

Funkcija tranzicije 0 : Q X I' = O X I' x {L, R} je data slijede¢om tabelom:

‘ 40 ‘ q1 ‘ q2 ‘ q3 ‘ Yaccept ‘ Greject
(qZ;OaR) (CI27><,L) (6127><7L) (QrejechoaR) (Qaueplao R) (Qre]ectvo R)
(611 3 OyR) (fJ37 laL) (QVeject’ OyL) (Quccepty ._.7R) (Qaccepry 17R) (Qre]ecta 17R)

(Qrejecl7><7R) ((]rejechX,R) (q37><7R) (QvavR) (f]accephx R) (‘]re/echx R)

_ (qrejecla._nR) (‘Irejecta._.aR) (Qrejecta._.aR) (QVejech._.;R) (qaccepla._n ) (Qre]ecty._n )

X — O

Uvodimo i novi pojam, koji nismo ranije koristili; pojam konfiguracije
Turingove masine. U nasem primjeru, konfiguracije su:

(g,q0,1011),
(0,¢1,011),
(g,42,0x11),
(g,q2,xx11),
(%, q3,x11),
(xx,q3,11),
(

XX s accept; 1) u
Sada ¢emo dati formalnu definiciju Turingove maSine.

Definicija 4.1 — Turingova masina. Turingova masina je uredena sed-
morka: (Q,X,I",0,90, Gaccepr, Greject) Pri Cemu vazi:
1. Q je konacan skup stanja;
¥ je konacan alfabet ulaznog stringai _, ¢ X;
I' je konacan alfabet trake, , € I'i X CI;
0:0xI'— O xI' x{L,R} je funkcija tranzicije;
qo € Q je pocetno stanje;
Gqccepr € Q je prihvatno stanje;
Greject € Q je odbijajuce stanje i Greject 7 Gaccept-

Nk WD



@8 Poglavlje 4. Turingove masine

Da bi definicija Turingove masine bila potpuna, trebamo definisati racu-
nanje nad ulaznim stringom. Prije toga ¢emo definisati pojam konfiguracije
Turingove masine.

Definicija 4.2 — Konfiguracija Turingove masine. Uredena trojka (i, ¢, v)
se naziva konfiguracija Turingove masine, ako se Turingova masina nalazi
u stanju g, na traci je string uv 1 glava pokazuje na prvi simbol stringa v.

Definicija 4.3 — Racunanje Turingove masine nad ulaznim stringom.
Neka je T = (Q,X,I', 8,90, Gaccept, Grejec:) Turingova masina i @ ulazni
string. Neka je S; = (u;,¢;,v;) konacan ili beskonacan niz konfiguracija
tako da vazi:
® 1y = &, go je pocetno stanje od T, vy = ®;
e (git1,¢i,M) = 8(q;,b;) tako da vazi:
— ako je M = L (slika 4.2a), tada je u; = u.a;, vi = bV, ujy1 = u,
Vitl = @icivy;
— ako je M = R (slika 4.2b), tada je v; = b;v!, uir1 = ujci,
Vil = Vg;
pri ¢emu a;, b, ¢c; € T, uj, vi,u,,v: € T*.
Akoje S; (i=0,...,k) konacan niz, tada gy € {quccepr, Greject }» 4i ¢ {qaccept,
Greject} (i =0...,k—1). Za gy = gaccepr kaZemo da T prihvata, dok za
Gk = Greject kaZemo da T odbija string @.
Ako je S; beskonacan niz, tada q; ¢ {quccepr, Greject} (Vi) ikazemo da T
ulazi u petlju.
Niz S; nazivamo racunanje Turingove masine T nad ulaznim stringom ®.

Prethodna definicija kaze da Turingova maSina ne mora vratiti accept ili
reject, veC da se moZe izvrSavati bez prestanka. Slijedeéi primjer daje jednu
takvu Turingovu masinu.

= Primjer 4.2 Turingova masina opisana na slici 4.3 ne vrac¢a ni accept ni
reject, bez obzira na ulazni string, ve¢ ulazi u petlju.

Znaci, Turingova maSina moZe da vrati accept, reject ili da ude u petlju.
Ako kazemo da Turingova masina ne vraca accept (odnosno da ne prihvata
string), to znaci da vraca reject ili ulazi u petlju. Sli¢no, ako kazemo da
Turingova masina ne vraca reject, znaci da vraca accept ili ulazi u petlju.

Naravno, nama su korisnije masine koje uvijek vraéaju rezultat. Zato
posmatramo podklasu Turingovih maSina - odlucivace (eng. decider) ili
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(a) ‘ (b) ‘
" ) . b

Slika 4.2: Prelazak iz jedne konfiguracije u drugu. (a) Glava umjesto b; upisuje ¢; i
pomjera se ulijevo. (b) Glava umjesto b; upisuje c; i pomjera se udesno.

Slika 4.3: Primjer Turingove masine koja nikada ne vraca rezultat, tj. koja ne staje ni
za jedan ulazni string.

totalne Turingove masine (eng. total Turing machine).

Definicija 4.4 — Odluciva¢. Turingova masina koja uvijek vraca rezultat,
tj. uvijek vraéa accept ili reject, se naziva odlucivac ili totalna Turingova
masina.

Prepoznavanje jezika se definiSe na isti naCin kao u definiciji 2.5, tj.
Turingova masina M prepoznaje jezik A, ako je A skup svih stringova koje M
prihvata. U tom slucaju piSemo L(M) = A.

Definicija 4.5 — Turing-prepoznatljiv i odluciv jezik. Za jezik kaZemo
da je Turing-prepoznatljiv ili rekurzivno prebrojiv ako postoji Turingova
masina koja ga prepoznaje. Za jezik kazemo da je odluciv, ako postoji
odlucivac koji ga prepoznaje.
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Slika 4.4: Turingova masSina koja pomjera ulazni string za jedno mjesto udesno, a na
pocetak stavlja $.

Svaki odluciv jezik je Turing-prepoznatljiv. Obratno ne mora da vazi, kao
Sto ¢emo vidjeti u odjeljku 4.4 Osobine Turing-prepoznatljivih i odlucivih
jezika.

Vidjeli smo da Turingova masina nema funkcionalnost da prepozna da
se nalazi na pocetku trake. Ako nam je potrebno, na pocetak trake mozemo
staviti oznaku $, sli¢no kao kod potisnih automata.

= Primjer 4.3 Konstruisati dijagram Turingove masine, koja ulazni string
pomyjera za jedno mjesto udesno, a na pocetak trake stavlja $.

Slika 4.4 prikazuje rjeSenje. MaSina prvo ide do kraja stringa — ¢ita 01 1,
dok ne dode do _. Zatim, pomjera se jedno mjesto ulijevo. Cita simbol (0 ili
1), umjesto njega upisuje _, i pomjera se jedno mjesto udesno. Zatim, na _,
upisuje simbol koji je procitan' i ide ulijevo.

Glava je sadana _, ( stanje gg). Ide jedno mjesto ulijevo i dolazi na slijedeci
simbol. Postupak se ponavlja, dok se cijeli string ne pomjeri jedno mjesto
udesno. Kako maSina zna da je doSla na pocetak trake?

Nakon §to glava dode na _, (stanje gg), dobija naredbu da se pomjeri jedno
mjesto ulijevo. PoSto je na pocetku trake, glava se ne pomjera, te i dalje
pokazuje na _. U tom slucaju, stavlja simbol $ i prelazi u stanje gaccepr-

i) Ako nam je potrebno, podrazumijevacemo da string pocinje sa $. Ne¢emo posebno

'Magina pamti koji je simbol progitan na osnovu stanja ¢, i ¢3; ako je procitana 0 ide u
¢>, a ako je procitano 1 ide u g3.
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1->L
X->L

Slika 4.5: Turingova masSina koja provjerava da li string ima ta¢no dva puta vise 0 od 1.

naglasavati kako se string pomjera jedno mjesto udesno, osim ako se eksplicitno
ne traZi u problemu.

» Primjer 4.4 Konstruisi Turingovu masinu koja provjerava da li ulazni string
ima tacno dva puta viSe 0 od 1. Ako ima, vraca accept, inaCe vraca reject.

Jedno od mnogih mogucih rjeSenja je dato na slici 4.5. Podrazumijevamo da
string pocinje sa $. Masina skenira traku i za svake dvije prekriZene nule,
prekriZi po jednu jedinicu. Ako je nasla jednu nulu, a nije drugu, vraca reject.
Ako je naSla dvije nule, a nije jedinicu, vraca reject. Ako nije nasla nijednu
nuly, a jeste jedinicu, vraca reject. Ako su ostali samo simboli X, vraéa accept.

Church-Turingova teza

Intuitivno, algoritam moZemo shvatiti kao tacno definisan, konacan niz koraka
koji vodi do rjeSenja problema. Church-Turingova teza, u svom najjednostavni-
jem obliku, kaZe da je intuitivno poimanje algoritma ekvivalentno Turingovoj
masini.

Rezimirajuéi dosadasnje ekvivalencije maSina sa drugim strukturama,
imamo tabelu:



4.3

4.3.1

102 Poglavlje 4. Turingove masine

‘ masina ekvivalentna struktura ‘
DFA, NFA regularni izrazi
PDA kontekstno nezavisne gramatike
™ algoritam; neogranicene gramatike

Neogranicene gramatike ¢emo obraditi kasnije.

Church-Turingovu tezu ¢emo prihvatiti kao tacnu. Znaci, ako samo Zelimo
dokazati egzistenciju Turingove maSine, bez konstrukcije dijagrama, dovoljno
je konstruisati algoritam, tj. pseudokod algoritma.

U slijedecem primjeru posmatramo jezik koji nije kontekstno nezavisan.

» Primjer 4.5 Dokazi da postoji Turingova masina koja prepoznaje jezik
A={d"b"c"|n>0}.

U primjeru se trazi da se samo dokaZze egzistencija Turingove masSine. Znaci,
dovoljno je konstruisati algoritam. RjeSenje je dato pseudokodom algoritam
4.1. U primjeru 3.20 smo dokazali da jezik A nije kontekstno nezavisan, tj. ne
postoji PDA (a samim tim ni NFA ni DFA) koji prepoznaje A.

Varijante Turingove masine

U ovom odjeljku ¢emo dati razne varijante Turingovih masina koje su ekviva-
lentne sa "standardnom" Turingovom masinom. Radi jednostavnosti, ne¢emo
navoditi formalne definicije, ali njih nije teSko dobiti iz formalne definicije
"standardne" Turingove masSine.

Turingova masina sa nepomiénom glavom

Vidjeli smo da Turingova masina, na svakoj tranziciji, dobije naredbu da po-
mjeri glavu ulijevo ili udesno (L/R). MoZemo posmatrati i Turingovu masinu
koja ima opciju da ne pomjera glavu (S). Nju éemo nazvati Turingova masina
sa nepomicnom glavom.

Tvrdnja 4.1 Za svaku Turingovu masinu sa nepomi¢nom glavom postoji
ekvivalentna Turingova masina.

Dokaz. Slika 4.6 opisuje dokaz. Svaku tranziciju sa nepomi¢nom glavom
mozemo prikazati kao dvije tranzicije: jednom pomjeranje udesno, a zatim
pomjeranje ulijevo.

|
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Algoritam 4.1 Turingova maS$ina koja prihvata stringove oblika a"b"c".

1: procedure M(w)

2: n < o.length(); > DuZina stringa @.
3 ng <0 > Brojaci.
4: ny, < 0;

5: ne < 0;

6 fori=0;i<n;+-+ido

7 if o[i] == a then

8 if n;, > 0 or n. > 0 then

9 return (reject);

10: + 4 ng;

11: if o[i] == b then

12: if n. > 0 then

13: return (reject);
14: + +np;

15: if o[i] == c then

16: + +n.;

17: if n, ==n;, and n, == n, then
18: return (accept);

19: else

20: return (reject);

.a a->b,S .E .! a->b,R .E celr->L .E

Slika 4.6: Svaku tranziciju sa nepomi¢nom glavom moZemo prikazati kao dvije
"obicne" tranzicije.
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(a) (b)

. ;
[22]22[25] - [24] [2af22fs] - [a]  [2af2f] - 2] #

P12 [P3]... [or] == [e's[o2 [Ps] .. [o] l

[2aE]ps] - [ # [pa[8,

-
C2

by

by|...[b [ #]...[#]cs

I

v
¢

BREBE

€3] |<]

Slika 4.7: TM sa viSe glava je ekvivalentna "standardnoj" TM.

4.3.2 Turingova masina sa vise traka

Turingova ma$ina ima samo jednu memorijsku traku. MoZemo posmatrati
verziju i sa viSe traka, koju nazivamo Turingova masina sa vise traka.

Tvrdnja 4.2 Za svaku Turingovu masinu sa vise traka postoji ekvivalentna
Turingova masina sa jednom trakom.

Dokaz. Dokaz je opisan na slici 4.7. Stringove sa svih traka smjestimo na
jednu traku 1 odvojimo ih posebnim simbolom, recimo #. Iznad simbola nad
kojim se nalazi glava za Citanje/pisanje stavimo novi poseban simbol, npr. e.
Jedna tranzicija TM sa viSe traka, zahtijeva viSe tranzicija TM sa jednom
trakom. Naime, TM sa jednom trakom mora da prode cijeli string 1 aZurira
parametre: izmijenjeni simboli, pozicije specijalnih simbola e i #, te po potrebi

pomjeri dijelove stringa.
|

4.3.3 Turingova masina sa dvostruko beskonacnom trakom

Turingova masSina ima memorijsku traku koja je ogranicena sa lijeve strane.
MoZemo posmatrati verziju masine koja ima memorijsku traku neogranic¢enu
i sa lijeve i sa desne strane. Ovaku maSinu nazivamo Turingova masina sa
dvostruko beskonacnom trakom.

Tvrdnja 4.3 Za svaku Turingovu masina sa dvostruko beskonacnom trakom
postoji ekvivalentna Turingova masina.
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(a) ->

L [a1]2z]as]aaas[ag] . | e

(b)

N O Y Y Y I R
2] 2]

Slika 4.8: TM sa dvostruko beskona¢nom trakom se moZe prikazati kao TM sa dvije
trake.

Dokaz. Turingovu masinu sa dvostruko beskona¢nom trakom moZemo trans-
formisati u TM sa dvije trake (slika 4.8), koja je ekvivalentna sa "standardnoj"
TM (tvrdnja 4.2).

Na koji nac¢in TM sa dvostruko beskonacnom trakom se moZe transfor-
misati u TM sa dvije trake? Na bilo kojoj poziciji dvostruko beskonacne
trake postavimo granicu. Dio stringa koji se nalazi sa desne strane granice
postavimo da prvu traku, a dio stringa koji se nalazi sa lijeve strane granice
postavimo na drugu traku, ali u obrnutom poretku.

Ako se glava nalazi sa desne strane, tada njoj odgovara glava na prvoj
traci, a glava na drugoj traci se nalazi na pocetku i u nepokretna je. Ako se
glava pocetne TM pomjeri lijevo/desno, tada se prva glava druge TM pomjera
lijevo/desno.

Ako se glava nalazi sa lijeve strane, tada njoj odgovara glava na drugoj
traci, a glava na prvoj traci se nalazi na pocetku i u nepokretna je. Ako se
glava pocetne TM pomjeri lijevo/desno, tada se druga glava druge TM pomjera
desno/lijevo.

Obje TM upisuju isti simbol na odgovarajuéim pozicijama. |

NedeterministiCka Turingova masina

Sli¢no kao i NFA, nedeterministi¢ka TM, oznacimo je sa M, se moZe granati
na viSe nezavisnih kopija. Ako barem jedna kopija prihvati string, kazemo da
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(a) (b)

ulazni string

Lo [#] %, [#].[#] 3 [#].]

[11.1]#] .. [#] x [#]31.]

trenutna TM

Slika 4.9: Nedeterministicka TM je ekvivalentna TM sa tri trake.

M prihvata string. Ako sve kopije odbiju string, kaZzemo da M odbija string.
Ako nijedna od kopija ne vrati accept 1 barem jedna ude u petlju, kazemo da
je M usla u petlju.

Tvrdnja 4.4 Za svaku nedeterministicku Turingovu masinu postoji ekviva-
lentna Turingova masina.

Dokaz. Svaku nedeterministicku TM moZemo simulirati pomocu Turingove
masine sa tri trake (slika 4.9).

Sve kopije Turingovih maSina Cine stablo slicno racunanju NFA nad
ulaznim stringom, koje smo uveli ranije. Nazovimo ga stablo kompjutacije.
Listovi ovog stabla su trenutno aktivne masine. Kopije Turingovih masSina
mozemo oznaciti nizom brojeva na osnovu pozicije u stablu (slika 4.9a).

Posmatrajmo sada (deterministicku) Turingovu masinu sa tri trake (slika
4.9b). Prva traka Cuva ulazni string. Druga traka Cuva stringove koji su
pridruZeni svakoj od aktivnih TM-a. Sli¢no kao kod TM-a sa viSe traka,
svaki string sadrZi simbol e iznad simbola nad kojim se nalazi glava za
Citanje/pisanje u odgovarajuc¢oj Turingovoj masini iz stabla kompjutacije.
Treca traka cuva redne oznake aktivnih TM-ova iz stabla kompjutacije. Glava
za Citanje/pisanje pokazuje na trenutno aktivhu TM-u iz stabla (oznacimo je
sa M,).

Stablo kompjutacije istrazujemo pomoc¢u Breadth First Search (BFS) —
ovo bi neko nazvao i level-order obilazak. Svakom tranzicijom, trenutna TM
prihvata string, odbija ga ili se grana na jednu ili viSe TM-ova.
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Ako postoji TM u stablu koje vraca accept, tada ¢emo sa BFS naiéi na tu
poziciju, te TM sa tri strake vraca accept. Ukoliko istraZimo cijelo stablo i u
svakom listu imamo reject, tada i TM sa tri trake Ce vratiti reject. Ukoliko je
stablo beskonacno i nijedan list ne vraca accept, tada ¢e TM sa tri trake uéi u
petlju. |

Tvrdnja 4.5 Za svaku nedeterministi¢ku Turingovu masSinu sa viSe traka
postoji ekvivalentna Turingova maSina.

Dokaz. Dokaz slijedi iz tvrdnji 4.2 1 4.4. |

k-PDA

Potisne automate sa k stekova nazivamo k-PDA. Primjerom 3.26 smo dokazali
da su 2-PDA mo¢niji od PDA. Dokazali smo da k-PDA, za k > 3, ima istu
moc¢ kao 1 2-PDA (tvrdnja 3.10). Znaci, 2-PDA su prilicno mo¢ni automati.
Moc¢niji su nego Sto bi se reklo na prvi pogled. O tome govori slijedeca
tvrdnja.

Tvrdnja 4.6 Za svaku Turingovu masinu postoji ekvivalentan 2-potisni
automat. Za svaki 2-potisni automat postoji ekvivalentna Turingova masina.

Dokaz. (a) Pokazacemo na koji nacin moZemo simulirati rad Turingove
masine pomocu 2-PDA. Neka je (u,q,v) konfiguracija TM-a. Da se pod-
sjetimo, uv je string prisutan na traci, g je stanje TM-a, a glava pokazuje na
prvi simbol od v.

Ideja je da string u stavimo na prvi, a string v® na drugi stek.

Prvi korak je da 2-PDA procita cijeli ulazni string i stavi ga na drugi stek.
Ostatak rada 2-PDA se sastoji u simulaciji datog TM-a, kako je opisano na
slici 4.10.

Neka TM cita simbol a, umjesto njega upisuje b i pomjera glavu ulijevo.
Ovo mozemo simulirati pomocu 2-PDA, tako Sto sa drugog steka skinemo a 1
upisemo b, te sa prvog steka prebacimo simbol na drugi stek.

Ako TM pomjera glavu udesno, tada sa drugog steka skidamo simbol a, a
na prvi stek upisujemo simbol b.

(b) Pokazimo kako 2-PDA moZzemo simulirati pomocu nedeterministicke
Turingove masine sa dvije trake. Postupak je opisan na slici 4.11 (pretpostavlja-
mo da je a,b,c,d # ¢€).
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(a) 2PDA

£(0->€)(a->b) & (e->€)(e->0)

L Jele] v | o 11 ;
b
u vR u' vi
l S1 S1 S2
L Jelo] v |
(b)
™ 2PDA
a->b,R

‘ ‘ . g(e ->b)(a->¢) .
L[] v | a ;
u' vh u' v
oo t

IEEE

V'

Slika 4.10: Turingova masina se moZe prikazati pomocu 2-PDA. (a) Nacin na koji
tranziciju TM moZemo prikazati pomocu tranizicija 2-PDA, ako se glava na memo-
rijskoj traci pomjera ulijevo. (b) Nacin na koji tranziciju TM moZemo prikazati
pomocu tranizicija 2-PDA, ako se glava na memorijskoj traci pomjera udesno.

Ulazni string se nalazi na prvoj traci TM-a. Zatim, iskopiramo ulazni
string na drugu traku. Druga traka ¢e nam Cuvati konfiguraciju stekova, kao
§to je opisano pod (a).

Ako imamo tranziciju a(b — ¢)(d — ¢) na 2-PDA, tada ovu tranziciju
mozemo simulirati pomoc¢u TM na slijedeci nacin. Sa prve trake ¢itamo a i
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pomjeramo glavu udesno. Na drugoj traci, umjesto d upisemo e i pomjerimo
glavu ulijevo. Zatim, umjesto b upiSemo c¢ 1 pomjerimo glavu udesno.

(a) 2-PDA (b) ™
(b ->c)(d->e @(a ->R)(d->e,L})®e ->S)(b->C’i@
'ttt at 1.1y, 1 Pocemakonfiguracia krajnja konfiguracija
. y U v traka 1: l i
S; S, S, S, L9 fa] @ | L fe] 2 |
—
traka 2: ‘ l
[ [olo[ ] [v]cle[ ]

Slika 4.11: Tranzicija 2-PDA prikazane pomocu dvije tranzicije Turingove masine.
Pretpostavljamo da je a,b,c,d # €.

Na ovaj nacin na drugoj traci opet dobijamo konfiguracije stekova. |

Zadatak 4.1 — Za samostalan rad. Posmatrati sluc¢ajeve kada su neki
od parametara a, b, c,d jednaki €, te dati odgovarajuce tranzicije u dokazu
tvrdnje 4.6. .

4.3.6 Primjeri
U ovom odjeljku ¢emo uraditi nekoliko primjera sa raznim varijantama TM-a.

» Primjer 4.6 Konstruisi varijantu TM-a koja provjerava da li su dva stringa
jednaka. .

Rjesenje. Slika 4.12 daje rjeSenje. Konstruisaéemo TM sa dvije trake. Na
prvoj traci cuvamo jedan string, a na drugoj drugi string.

Glave Citaju na obje trake u svakoj tranziciji Citaju po jedan znak sa svake
trake. Ako su znakovi jednaki, postupak se ponavlja dok obje glave ne naidu
na _,. U tom slucaju ulaz se prihvata.

Ukoliko dobijemo situaciju da glave procitaju razli¢ite simbole, ulaz se
odbija. |
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(0->

(1->R) (r
(u->R)(0->R
(u>R)(1->R

Slika 4.12: Turingova masina koja utvrduje da li su dva stringa jednaka.

= Primjer 4.7 KonstruiSi varijantu TM-a koja sabira binarne brojeve. .

Rjesenje. Ponovite kako se sabiraju (binarni) brojevi.

Konstruisaéemo TM sa tri trake (slika 4.13). Na prve dvije trake se Cuvaju
ulazni stringovi, a na tre€oj traci se ispisuje njihov zbir. Podrazumijevamo da
se na poCetku trake nalazi znak $.

Brojeve sabiramo sa desna nalijevo. Zato, u prvom koraku glave za Citanje
namjestimo na kraj stringa. Glave na prve dvije trake se pomjeraju prema
lijevo i kreiraju zbir znak po znak. Stanja ag i @; nam sluze da pamtimo da li
smo prenijeli znak 1 iz prethodne kolone; ako smo u stanju ag, nismo prenijeli,
a ako smo u stanju a; jesmo prenijeli 1 iz prethodne kolone.

|

Osobine Turing-prepoznatijivih i odlucivih jezika

Jezik A je Turing-prepoznatljiv ako postoji TM M} takva da vazi L(My) = A.
Znacdi, ako o € A, tada My (@) = accept. Ako ® ¢ A, tada My (w) = reject ili
My () ulazi u petlju.

Univerzalna Turingova masina.

Turingova masina M* koja prihvata kao ulaz bilo koju Turingovu masinu M i
string @, te simulira rad masSine M na ulazu ® se naziva univerzalna Turingova
masina (algoritam 4.2).
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($->L)(1->L) (i ->1,0)

(1->L)($->L)(a ->1,L)

(0->R)(0->R) (s ->R) (0->L)($->L)(s ->0,L)

O ZR =R (1->R)(u->S) (1 ->R) ($->L)(0->L)(s ->0,L)
(1->R)(1->R)( ->R) (0->R)(->S)( ->R) (0->L)(0->L)(w ->0,L)  (0->L)(1->L)( ->0,L)
(1->RYL->S)s ->R) (0->L)(1->L)(w ->LL)  (1->L)(0->L)(u ->0,L)
(0->R)(L->S) (L ->R) (1->1)(0->L) (i ->1,L)  (1->L)(1->L)(u ->1,0)

(1->L)($->L)(->0,L)
($->L)(1->L)(->0,L)

($->R)($->R)( ->R)

>{d'o u->L)(->L) (i ->S)

w->L ) (w->L) (L ->S)

(L->S)(0->R)( ->R)

(0->L)(0->L)( ->1,L)
($->L)(0->L)(w ->1,L)
(0->L)($->L)( ->1,L)

(L->S)(1->R)(w ->R)
(u->S)(0->R)( ->R)  ($->L)($->L) (i ->L)

$->L)($->L)(u->1,L)

Slika 4.13: Turingova masina sa tri trake koja sabira binarne brojeve.

Algoritam 4.2 Univerzalna Turingova maSina.

1: procedure M*(M,®)
2: return (M(w));

Tvrdnja 4.7 Klasa Turing-prepoznatljivih jezika je zatvorena pod operaci-
jama:

(a) unije;

(b) presjeka;

(c) nadovezivanja;

(d) zvjezdice.

Dokaz. Neka su A 1 B Turing-prepoznatljivi jezici i neka su M4 1 Mp Turingove
masine koje ih prepoznaju, tj. vazi L(My) =A i L(Mp) = B.

(a) Dokazimo da je A U B Turing-prepoznatljiv jezik, tj. da postoji Turingova
masina M koja ga prepoznaje.

Pod "paralelno pokreni My (®) i Mp(®)" podrazumijevamo da maSine
My (w) i Mp(w) naizmjeni¢no obavljaju po jednu tranziciju.
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Algoritam 4.3 TM koja prepoznaje AU B.

1: procedure M(®)

2 paralelno pokreni My (®) i Mp(w);

3 if neka od masina My (w) ili Mp(w) vrati accept then
4: return (accept);

5 if obje masine My (@) i Mp(w) vrate reject then

6 return (reject);

Imamo da je

M(®) = accept <~

My () = accept ili Mp(®) = accept (linjja 3) <~
weAilliweB, jer L(My) =AiL(Mp) =B <=
0 <cAUB.

Znaci, M(®) = accept akko @ € AUB, pa L(M) = AUB, tj. M prepoznaje
AUB.

i) Zasto smo paralelno pokrenuli M4 (@) i Mp(®)? Da li smo umjesto paralelnog
pokretanja mogli samo napisati uslov iz algoritma 4.4?

Algoritam 4.4

if My (w) == accept or Mp(®w) == accept then
return (accept);

Nismo. Uzmimo da My (w) ulazi u petlju, a Mg(®) = accept. Tada @ ¢ A i
® € B, te ® € AUB. Znadi, zelimo da M(®) vrati accept. Da smo uzeli uslov
iz algoritima 4.4, tada bi se masina M4 (®) pokrenula i nikada ne bi zavrsila. Tj.
nikada ne bi dosli u situaciju da pokrenemo masinu Mp(®) i M(®) bi uslo u
petlju.

(b) DokaZimo da je AN B Turing-prepoznatljiv jezik. Dokaz je sli¢an dokazu
pod (a). Nekaje M TMiL(M)=ANB.
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Algoritam 4.5 TM koja prepoznaje AN B.

1: procedure M(w)

2: if My(w) == accept and Mp(®) == accept then
3: return (accept);
4: return (reject);

Imamo da je

M(®) = accept <~

My (@) = accept i Mp(®) = accept (linija 2) <=
weEAiweB, jer LMy)=AiL(Mp) =B <
w<EANB.

Znali, M(®) = accept akko @ € ANB, pa L(M) = ANB, tj. M prepoznaje
ANB.

(c) Dokazimo da je AB Turing-prepoznatljiv jezik. Sa M ozna¢imo TM koja
prepoznaje AB = {ab | a € A,b € B}. Znaci, M(®) = accept akko @& = ab,
My (a) = accept i Mp(b) = accept.

Problem je, ako nam je dat ulazni string @, kako ga podijeliti na dva dijela
a i b? Mogli bi pokusati sve moguce podjele a i b, pa testirati My (a) i Mp(D).
Ali, ovo nece funkcionisati jer bi u nekoj od podjela mogli dobiti da M4 (a)
ili Mp(b) ude u petlju, ¢ime bi M "zaglavilo" na datoj podjeli. Rjesenje je da
ograni¢imo broj koraka koje masine M4 1 Mp mogu izvrSiti.

Algoritam 4.6 TM koja prepoznaje AB.

1: procedure M(w)

2 n < w.length(); > o= o(l|o[2]..on].

3 fork=1,2,...do

4: fori=0;i <=n;++ido

5 a<+ o[l]..oli;

6 b+ oli+1]..0n];

7 if My prihvata a u najviSe k koraka and Mp prihvata b u
najvise k koraka then

8: return (accept);

Dokazimo da M prepoznaje AB.
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Neka M(w) = accept. Tada @ = ab, M (a) = accept i Mp(b) = accept u k'
koraka, za neke a, b i k' (linije 7 i 8). Znaci, @ € AB.

Neka @ € AB. Tada w = ab, a € A, b € B, pa My(a) = accept i Mp(b) =
accept. Tj. My 1 Mp prihvataju a 1 b u kona¢no mnogo koraka. Znaci, postoji
k' € N tako da My i Mp prihvataju a i b u najvise k koraka. Znadi, uslov u
liniji 7 je ispunjen, pa M () vrada accept.

Sve iteracije za k = 1,...,k’ — 1 su kona¢ne, jer smo izvrSavanje maSina
My i1 Mp ogranicili sa po k koraka.

Iz svega imamo @ € AB akko M(w) = accept. Znali, L(M) = AB, tj. M
prepoznaje AB.

(d) Dokazimo da je A* Turing-prepoznatljiv jezik. Imamo @ € A* akko w € A"
za neko n € Ny. Posljednje vazi akko ® = ajay...a,ia; € A(i=1,...,n).
Sa M oznac¢imo TM koja prepoznaje A*. Ideja je da M(w) provjerava da

liweA” redomzan=0,1,2,.... Takode, koristi¢emo ideju iz prethodnog
slu¢aja: ograni¢avacemo broj koraka Turingovih masina.

Algoritam 4.7 TM koja prepoznaje A*.

1: procedure M(w)

2 n<— .length(); > o= o[l]|o[2]...o[n].
3 fork=1,2,...do

4 form=1,...,ndo

5 for sve podjele ® = ajay...apm,a; €A (i=1,...,m) do

6 if My(a)) ==...==Mjy(a,,) == accept u k koraka then

7 return (accept);

i Uocimo da u liniji 5 nismo opisali kako pravimo podjele @ = a;...a,. Ovo nije
teSko uraditi, ali nam nije toliko bitno. Ono $to je bitno je da se sve podjele mogu
naci u kona¢no mnogo koraka. Ovo znamo jer ima konac¢no mnogo podjela.
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Dokazimo da M prepoznaje A*. Vazi:

weEA —

€A™, zanekom' <

W =aja...a,,a1,ay,....,a,y €A <

® = aay...a,y i My prihvata a;(i = 1,...,m’) u konaéno mnogo koraka <=

® = ajay...a,y i My prihvata a;(i = 1,...,m’) u najviSe k" koraka, za neko k'
< M(w) = accept.

Uocite da za k = 1,...,k’ — 1 maSina M neée udi u petlju, jer smo sva
pozivanja masine M, ogranicili sa k koraka.

Znadi, o € A* akko M(w) = accept, pa L(M) = A*, tj. M prepoznaje A*.
Dobijamo da je A* Turing-prepoznatljiv. ]

Zadatak 4.2 — Za samostalan rad. Dati pseudokod Turingove masine
koja kao ulaz prima string ® 1 n € Ny 1 konstruiSe sve moguce podjele
W=aay...a. [

Kasnije cemo dokazati da klasa Turing-prepoznatljivih jezika nije zatvorena
pod komplementiranjem.

Sada ¢emo dokazati ekvivalentnu tvrdnju za odlucive jezike. Dokaz Ce biti
jos§ jednostavniji, jer kod odlucivih jezika odgovarajuca Turingova masina (tj.
odlucivac) uvijek vraca rezultat, tj. nikada ne ulazi u petlju. Da se podsjetimo,
Turingova masina D je odlucivac¢ ako vazi jedan od slijedecih uslova, koji su
medusobno ekvivalentni:

e D za svaki ulaz vraca accept ili reject;

D uvijek vraca rezultat;

D nikada ne ulazi u petlju;

D uvijek zavrSava sa radom;

D se izvrSava u kona¢no mnogo koraka.

Tvrdnja 4.8 Klasa odlucivih jezika je zatvorena pod operacijama:
(a) unije;
(b) presjeka;
(c) komplementiranja;
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(d) nadovezivanja;
(e) zvjezdice.

Dokaz. Neka su A i B odlucivi jezici i neka su Dy 1 Dp odlucivaci koji
prepoznaju A i B, tj. vazi L(Dy) = A i L(Dg) = B.

(a) DokaZimo da je A UB odluciv jezik. Sa D oznac¢imo odlucivac koji pre-
poznaje AU B. MaSina D treba da prihvati string akko ga prihvata D, ili Dg.
Konstrukcija masine D je data slijede¢im pseudokodom.

Algoritam 4.8 Odlucivac koji prepoznaje A U B.

1: procedure D(w)

2 if Do(@) == accept or Dp(®) == accept then
3: return (accept);

4 else

5 return (reject);

Dokazimo da je D odlucivac. Masine D4 i Dp su odlucivaci, pa operacije u
liniji 2 ¢e uvijek zavrsSiti u kona¢no mnogo koraka. Ostale operacije maSine D
ocigledno zavrSavaju u konacno mnogo koraka. Prema tome, D je odlucivac.

Dalje imamo:

e D(w) == accept <=

e Dy(w) == accept ili Dp(®w) == accept (linijja 2) <=

e wcAiliweB <;

e wcAUB.

Znaci, D je odlucivac koji prepoznaje AU B, pa je AU B odluciv jezik.

(b) Konstruis§imo odluciva¢ D koji prepoznaje A N B. Konstrukcija je skoro
identi¢na prethodnom slucaju.

Algoritam 4.9 Odlucivac koji prepoznaje A N B.

1: procedure D(w)

2 if Do(®) == accept and Dp(®) == accept then
3: return (accept);

4 else

5 return (reject);
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Dokazimo da je D odlucivac. MasSine D4 i Dp su odlucivaci, pa operacije u
liniji 2 ¢e uvijek zavrsSiti u kona¢no mnogo koraka. Ostale operacije masine D
ocigledno zavrSavaju u konacno mnogo koraka. Prema tome, D je odlucivac.

Dalje imamo:

e D(w) == accept <>

e Dy(w) == accept i Dp(®) == accept (linijja 2) <~

e WEAIWEB <

e W cANB.

Znaci, D je odlucivac koji prepoznaje AN B, pa je AN B odluciv jezik.

(c) Konstrui§imo odlu¢iva¢ D koji prepoznaje jezik A. Imamo da vaZi
wEA = o¢A.

Algoritam 4.10 Odlugiva¢ koji prepoznaje A.

1: procedure D(m)
2: return (D4 (®));

Masina D4 je odlucivac, pa zavrSava sa radom za bilo koji ulaz. Prema
tome, operacije u liniji 2 ¢e zavrsiti u konacno mnogo koraka, pa je D odluci-
vac.

Vazi

e D(w) = accept <=

e Dy(w) = reject <—

e WEA —

e wEA.

Znaéi, D je odluciva¢ koji prepoznaje A, pa je A odluéiv jezik.

(d) Konstrui§imo odlu¢ival D koji prepoznaje AB = {ab |a € A,b € B}. Za
ulazni string @, posmatracemo sve moguce podjele na dva dijela: @ = ab. Za
svaku podjelu, provjeravamo dalia € Aib € B, tj. dali Dy(a) = accept i
Dg(b) = accept.

Masine Dy i Dp su odlucivaci, pa ¢e postupak u liniji 6 (algoritam 4.11)
zavrSiti u konaéno mnogo koraka. Petlja u liniji 3 se izvrSava u kona¢no
mnogo iteracija. Ostale linije koda se ocigedno izvrSavaju u konacno mnogo
koraka. Znaci, D je odlucivac.

Vazi:

e D(w) = accept <—

e uslov u liniji 6 je ispunjen u nekoj iteraciji <=
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Algoritam 4.11 Odlucivac koji prepoznaje AB.

1: procedure D(w)

2 n<— .length(); > o= 0[l]..on|
3 fori=0;i<n,++ido

4 a<+ o[l]..oli;

5: b+ ofi+1]...0[n|;

6 if Da(a) == accept and Dg(b) == accept then

7 return (accept);

8 return (reject);

e postoji podjela @ = ab, tako da D (a) = Dp(b) = accept <

e postoji podjela @ = ab, takodaa € A,b € B <—

e W EAB.

Dobijamo da je D odlucivac koji prepoznaje AB, pa je AB odluciv jezik.
(e) KonstruiS$imo odlucivac D koji prepoznaje A*. Imamo da vazi: @ € A* <~—
o€ A*, zanekok e Ny <= w=ay...a, zaneko k € Ng;ay,...,a; € A.

Ideja je da pustimo k = 1,2...n i pokuSavamo sve podjele stringa @ na k
dijelova.

Algoritam 4.12 Odlucivac koji prepoznaje A*.

1: procedure D(w)

2 n < o.length(); > o= 0[l]..o0n|
3 for k=0;k<n;++kdo

4: for all podjele w =aj...a; do

5 if Da(a1) == Dy(ay) == ... == Dy (ay) == accept then

6 return (accept);

7 return (reject);

Posto string @ mozemo podijeliti na k dijelova na kona¢no mnogo nacina,
to iteracija iz linije 4 ima konac¢no mnogo. Takode, iteracija u liniji 3 ima
kona¢no mnogo. Posto je D4 odlucivac, to se operacije u liniji 5 izvrSavaju u
kona¢no mnogo koraka. Znaci, D je odlucivac.

Vazi:
e D(w) == accept <=
e Dy(ay) == Da(ap) == ... == Dyp(ay) == accept za neko k < n i

W=aay...qy <
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e aj,a,...,ar€Azanekok<niw=aa...q; <

e wcAfzanekok < |o| <=

e wEA"

Znaci, D je odlucivac koji prepoznaje A*, pa je A* odluciv jezik. ]

Primjeri odlucivih jezika
Sada ¢emo navesti neke osnovne odlucive jezike.

Slijedecéa tvrdnja kaZe da za bilo koji DFA D i string w, u konacno mnogo
koraka moZemo utvrditi da li D prihvata ili ne prihvata .

Tvrdnja 4.9 Jezik Appa = {(D, ®) | D je DFA koji prihvata string @} je
odluciv.

Dokaz. Dokaz je direktan. KonstruiSemo odluciva¢ M koji simulira rad datog
DFA (sli¢no univerzalnoj Turingovoj masini).

Algoritam 4.13 Turingova maSina koja simulira rad DFA.

1: procedure M(D, ®)
2: return (D(®));

Posto svaki DFA zavrSava rad u konacno mnogo koraka, za bilo koji ulazni
string, to imamo kona¢no mnogo operacija u liniji 2. Znaci, M je odlucivac i
vrada accept akko D(®) vrada accept, tj. akko (D, ®) € Apra. Prema tome,
D prepoznaje Apra, pa Apra je odluciv jezik. |

Iako NFA moZe u¢i u beskonacnu petlju (vidi zadatak 2.3), slijedeca
tvrdnja kaZe da za bilo koji NFA N i string ® u kona¢no mnogo koraka
mozemo utvrditi da li N prihvata ili ne prihvata ®.

Tvrdnja 4.10 Jezik Aypa = {(N, ®) | N je NFA koji prihvata string @} je
odluciv jezik.

Dokaz. Odlucivac za Ayra je dat algoritmom 4.14.

Svaki NFA mozemo konvertovati u ekvialentan DFA u kona¢no mnogo
koraka (teorema 2.1). Prema tome, linija 2 se izvrSava u konacno mnogo
koraka. Posto svaki DFA zavrSava rad u kona¢no mnogo koraka, za bilo
koji ulazni string, to imamo kona¢no mnogo operacija u liniji 3. Znaci, M je
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Algoritam 4.14 Turingova maSina koja simulira rad NFA.

1: procedure M(N, w)
2: konstrui$i DFA D, koji je ekvivalentan sa N;
3 return (D(o));

odlucivac i vraca accept akko D(w) vraéa accept, tj. akko N(®) vrada accept,
tj. akko (N, ®) € Aypa. Prema tome, M prepoznaje Ayrga, pa Ayra je odluciv
jezik. |

I Posljedica 4.5.1 Ako je D DFA ili NFA, tada je L(D) odludiv jezik.

Dokaz. Imamo da @ € L(D) <= D(w) = accept <= (D,®) € Apra. Ovo
¢emo iskoristiti da konstruiSemo odluciva¢ za L(D).

Algoritam 4.15 TM koja simulira rad DFA D.

1: procedure M(w)
2: return (D(o));

Posto je D DFA ili NFA, procedura u liniji 2 zavrSava u kona¢no mnogo
koraka, pa je M odlucivac.

Imamo da vazi:

o M(w) = accept <=

e D(®) = accept <~

e weL(D).

Znaci, M je odlucivac koji prihvata L(D), pa je L(D) odluciv jezik. W

Teorema 4.1 Svaki regularan jezik je odluciv.

Dokaz. Neka je A regularan jezik. Iz teoreme 2.2, postoji DFA D tako da je
L(D) = A, tj. D prepoznaje A. 1z posljedice 4.5.1, L(D) je odluéiv jezik, pa je
A = L(D) odludiv jezik, §to je i trebalo dokazati. |

Slijedeca tvrdnja kaZe da za bilo koji regularan izraz R i string @, u
kona¢no mnogo koraka moZemo utvrditi da li R generiSe ili ne generiSe ®.
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Tvrdnja 4.11 Jezik Agex = {(R, ®) | R je regularan izraz koji generise
string @} je odludiv.

Dokaz.

Algoritam 4.16 Odlucivac koji prepoznaje Aggx.

1: procedure M(R, ®)
2: konstruis§i NFA N: L(N) = L(R); > Tj. N je ekvivalentan sa R.
3: return (N(o));

1z tvrdnje 2.3, procedura u liniji 2 (algoritam 4.16) ¢e zavrSiti u konacno
mnogo koraka. Posto se svaki NFA uvijek izvrSava u kona¢no mnogo koraka,
to u liniji 3 imamo kona¢no mnogo operacija. Znaci, M je odlucivac.

Dalje:

o M(R,w) = accept <>

e N(®) = accept <~

e R generiSe  (jer su R i N ekvivalentni) <

° (R, (1)) € ARex.

Imamo da je M odlucivaC koji prepoznaje Agrpx, pa je Argx odluciv
jezik. |

I Tvrdnja 4.12 Jezik Eppa = {(D) | D je DFA i L(D) = @} je odluciv.

Dokaz. DFA ne prihvata nijedan string akko ne postoji put od pocetnog do
zavrsnih stanja.

Algoritam 4.17 Odlucivac koji prepoznaje Epga.

1: procedure M(D)
2: pocevsi od pocetnog stanja, obici graf koji predstavlja D i oznaci sva
posjecena stanja (za obilazak mozZete koristiti npr. DFS ili BFS);
if neko zavr$no stanje je oznaceno then
return (reject);
else
return (accept);

SANN AN S

Posto je graf koji predstavlja automat M je konacan, procedura u liniji 2
¢e se zavrsSiti u kona¢no mnogo koraka. Znaci, M je odlucivac.
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Postoji put od pocetnog do nekog zavrsnog stanja akko je to zavr$no stanje
oznaceno prilikom pretrage grafa. Znaci,
e M(D) = accept <=
nijedno zavr$no stanje nije oznaceno <>
ne postoji put of pocetnog do nekog zavr$nog stanja <= ;
automat ne prihvata nijedan string <=
L(D) =92 —
(D) € Epra.
Znaci, M je odlucivac koji prepoznaje Epra, pa je Epra odluciv jezik. W

Tvrdnja 4.13 JeZikEQDFA:{(Dl ,Dz) ’ D 1 D, su DFA i L(D]) :L(Dz)}
je odluciv.

Dokaz. NekasuA i B skupovi. Sa AAB = (A\B)U(B\A) = (ANB)U(ANB)
oznacCavamo simetricnu razliku skupova A i B. Vazi A = B akko AAB = @.

(a) A B (b) A=B

Slika 4.14: (a) Simetri¢na razlika skupova A i B. (b) Simetri¢na razlika je prazan
skup akko A = B.

Prethodnu ¢injenicu i tvrdnju 4.12 ¢emo iskoristiti da konstruiSemo odlu-
¢ivaC za EQppra (algoritam 4.18).

Ranije smo pokazali kako se konstruiSe presjek, unija i komplement DFA
(¢itaoc neka navede postupke). Vidjeli smo da se ove procedure mogu zavrsiti
u konaéno mnogo koraka. Znaci, postupak u liniji 2 moZzemo zavrSiti u
kona¢no mnogo koraka.

Iz tvrdnje 4.12 imamo da provjeru uslova u liniji 3 moZemo zavrsSiti u
kona¢no mnogo koraka.

Iz svega imamo da je M odlucivac.

Dalje je:
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Algoritam 4.18 Odlucivac koji prepoznaje EQprx.

1: procedure M(D,D5)
2: konstruiSemo DFA Dj tako da vazi: L(D3) = L(D;)AL(Dy) =
(L(D1)NL(D2)) U (L(D1) NL(Dy)):
if L(D3) == @ then
return accept,
else
return (reject);

AN AN

M(Dy,D,) = accept <=

L(D3) =@ <= (jerje L(D3) = L(D;)AL(Dy))

L(Dl)AL(Dz) =0 <

L(Dl) = L(Dz) <~

(D1,D2) € EQpra.

Znaci, M je odlucivac koji prepoznaje EQpra, pa je EQpra odluciv jezik.
|

Tvrdnja 4.14 Jezik Acrg = {(G, ®) | G je CFG koja generiSe @} je odlu-
Civ jezik.

Dokaz. Algoritam 4.19 daje odlucivac koji prepoznaje Acrg.

Svaka CFG se moze konvertovati u ekvivalentnu Chomsky normalnu
formu u konacno mnogo koraka (tvrdnja 3.4). Znaci, linija 3 se izvrSava
u kona¢no mnogo koraka. Imamo kona¢no mnogo stringova koje mozemo
generisati u tatno 2n — 1 koraka, pa je lista L konacna, pa se linija 4 izvrSava
u kona¢no mnogo koraka. Opet, posto je lista L konac¢na, provjera uslova u
liniji 5 se izvrSava u kona¢no mnogo koraka. Iz svega imamo da se M izvrSava
u kona¢no mnogo koraka za proizvoljni ulaz, pa je M odlucivac.

Dalje imamo:

o M(G,w) = accept <

e WEL <

e G generiSe ® u2|w| — 1 koraka <= (jer je G u Chomsky normalnoj
formi)

e G generiSe @ <= (jer L(G;) = L(G))

G generiSe @ <=
(G, 60) - Acpg.
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Algoritam 4.19 Odlucivac koji prepoznaje Acrg-
1: procedure M(G, )

2: n<|ol;

3: konstruisi CGF G| koja je Chomsky normalna forma gramatike G;

4: L < lista svih stringova gramatike G koji se mogu generisati u tacno
2n — 1 koraka;

5: if » € L then

6: return (accept);

7: else

8: return (reject);

Znaci, M je odlucivac koji prepoznaje Acrg, pa je Acrg odluciv jezik. W

Iako PDA mozZe uéi u beskonacnu petlju (vidi zadatak 3.1), ipak se problem
da li PDA prihvata neki string moZe rijeSiti u konacno mnogo koraka (vidi
zadatak 4.10).

Problem zaustavljanja

Ranije smo vidjeli da Turingova maSina moZe vratiti accept, reject ili uci u
petlju. Treca opcija znaci da Turingova masina nikada nece prestati sa radom.
Znaci, Turingova masina moZe prestati sa radom (i vratiti accept ili reject) ili
nikada ne prestati da se izvrSava.

Uzmimo da imamo Turingovu maSinu M 1 string ®. Sada pokrenimo
masinu M(®). Ona ¢e da radi neko vrijeme. Da li mi unaprijed moZemo
znati da ¢e Turingova masina prestati sa radom? Tj. da li postoji nacin da na
osnovu neke analize ili algoritma mi moZemo za svaku Turingovu maSinu M i
za svaki ulazni string @ utvrditi da ¢e M () vratiti rezultat?

Problem je sli¢an situaciji kada imate programski kod 1 pokrenete ga.
Prode odredeno vrijeme i program ne staje sa radom. Vi se poCnete pitati da li
program radi ono $to treba ili je usao u neku beskonacnu petlju.

Dati problem nazivamo Problem zaustavljanja (eng. The Halting Problem)
i formalno je dat sa

HALTry = {(M,®) | M je Turingova masina koje se zaustavlja sa ulazom @}.

Prije nego analiziramo ovaj problem, posmatrajmo sli¢an problem.
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Tvrdnja 4.15 Jezik A7y = {(M, ®) | M je Turingova masina koja prihvata
o} je Turing-prepoznatljiv problem.

Dokaz. Dokaz je direktan i jednostavan. Jednostavno pokrenemo M(®) i
vidimo da li ée vratiti accept. Konstrui§imo M*, Turingovu masinu koja
prepoznaje A7y (algoritam 4.20).

Algoritam 4.20 TM koja prepoznaje Aryy.

1: procedure M*(M,®)
2: return (M(w));

Vazi:
o M*(M,w) = accept <=
o M(w) = accept <—
o (M,w) €Ary.
Znaci, M* je Turingova masina koja prepoznaje Arys, pa je Aty Turing-
prepoznatljiv jezik.
]

i Prisjetimo se da smo maSinu M*, iz prethodnog dokaza, nazvali univerzalna
Turingova masina.

Problem koji odgovara jeziku A7y moZemo formulisati kao: "Da li data
Turingova masSina prihvata dati string?". Drugim rijeCima, da li u kona¢no
mnogo koraka za svaku Turingovu masinu M i svaki ulazni string @ moZemo
utvrditi da 1i M prihvata @? Teorema 4.2 konstatuje da je ovaj problem
nerjesiv.

Neka je M neka masina. Sa (M) oznalavamo zapis te masine u binarnom
obliku. Znadi, (M) je string. Nesto sli¢no imate svakodnevno dok programi-
rate. Vas$ programski kod je Turingova masSina (oznacavamo kao M). Kada ga
saCuvate na disk, on je zapisan u binarnom obliku (oznacavamo sa (M)). Na
ovaj nacin ste Turingovoj masini M pridruzili binarni string (M).

i Paradoks seoskog brijaCa se koristi da se pokaZe kako ne mozemo definisati
skupove na proizvoljan nacin.
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U jednom selu Zivi jedan brija¢. On brije sve ljude iz tog sela koji ne briju sami
sebe i samo njih brije. Da li brijac brije sebe?

Ako brijac brije sebe, onda je to u kontradikciji sa tvrdnjom da brije samo one
koji ne briju sebe. Ako brija€ ne brije sebe, onda je u kontradikciji sa tvrdnjom da
brije sve ljude iz sela koji ne briju sebe. Prema tome, takav brijac¢ ne postoji.

Sli¢no zakljucivanje cemo Koristiti i u dokazu slijedeée tvrdnje.

Teorema 4.2 Aty je neodludiv jezik.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, A7y je odluciv i neka je D odlucivac za Aty,y,
tj. vazi:
e D(M,®) = accept, ako M(®) = accept,
e D(M,®) = reject, ako M(®@) = reject ili M(®) ulazi u petlju.
Konstruisimo slijede¢u Turingovu maSinu (algoritam 4.21).

Algoritam 4.21

1: procedure M*((M))
2: return (D(M, (M)));

Posmatrajmo M*((M*)).

Neka je M*((M*)) = accept. Tada D(M*,(M*)) = reject, pa M*((M*)) =
reject ili M*((M*)) ulazi u petlju, $to je kontradikcija.

Neka je M*((M*)) = reject. Tada D(M*,(M*)) = accept, pa M*((M*)) =
accept, Sto je kontradikcija.

Znaci, dobili smo kontradikciju sa pretpostavkom da je A7y odluciv, pa A7y
nije odluciv. [

Prethodna teorema nam je osnov za vecinu buduéih dokaza da neki jezik
nije odluciv. Npr. ako moramo dokazati da neki jezik A nije odluciv, Cesto
¢emo imat slijedeci postupak:

e pretpostavimo suprotno, da A jeste odluciv;

e prema tome, postoji odlucivac¢ D koji odlucuje A;

e koristec¢i D, konstruiSemo odlucivac za Aryy;

e znaci, Aty je odluciv, Sto je u kontradikciji sa teoremom 4.2.

Slijedeca tvrdnja konstatuje da ne postoji algoritam koji za proizvoljnu
Turingovu masinu M i proizvoljan string @ utvrduje da li M(®) zavrSava sa
radom.
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Teorema 4.3 HALTr)s je neodluciv jezik.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je HALTrjs odluciv jezik i D je odluci-
va¢ koji prepoznaje HALTr);. Konstruisacemo D', odludivac koji prepoznaje
At (algoritam 4.22).

Algoritam 4.22

1: procedure D'(M, ®)

2 if D(M, ®) == accept then
3: return (M(w));

4 else

5 return (reject);

Posto je D odlucivac, provjera uslova u liniji 2 ¢e zavrsiti u konacno
mnogo koraka. Procedura u liniji 3 ¢e se aktivirati samo ako je uslov u liniji
2 zadovoljen. U tom slucaju, M(®) Ce se zaustaviti, te ¢e linija 3 zavrSiti
u konacno mnogo koraka. Ostale linije su elementarne, te se zavrSavaju u
kona¢no mnogo koraka. Prema tome, D’ je odludivac.

Dalje imamo:

e D'(M,w) = accept <

e D(M,®) = accept \M(®) = accept <= (jer M(w) = accept —>

D(M,®) = accept, pa je D(M, ®) = accept suvisan uslov)

o M(w) = accept <

° (M , (D) EArpy.

Znaci, D' odluCuje A1y, pa je A7y odluciv jezik. Ovo je u kontradikciji
sa teoremom 4.2, pa HALTr); nije odluciv jezik.

|

I Tvrdnja 4.16 HALTr), je Turing-prepoznatljiv jezik.

Dokaz. Dokaz je skoro indenti¢an dokazu analogne tvrdnje za Arys; pokrene-
mo M(w) i vidimo da li ¢e se zaustaviti. Konstrui§imo M*, Turingovu masinu
koja prepoznaje HALTr), (algoritam 4.23).

Vazi:

o M*(M,®) = accept <

o M(w) == acceptili M(w) == reject <=

e M se zaustavlja sa ulazom @ =
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Algoritam 4.23 TM koja prepoznaje HALTT ;.
1: procedure M*(M, ®)
2: if M(w) == accept or M(®) == reject then
3: return (accept);

° (M, (1)) € HALT .
Znaci, M* je Turingova masina koja prepoznaje HALTry, pa je HALTry
Turing-prepoznatljiv jezik. [

k) Rezimirajmo teoremu 4.3, i tvrdnju 4.16. Pretpostavimo da imamo Turingovu
masSinu (programski kod) M i ulazni string (ulazni podatak) @. Izvr§imo program-
ski kod M nad ulaznim podatkom @, tj. pokrenimo M ().

Tvrdnja 4.16 govori da, ako programski kod vraca rezultat, rezultat ¢emo dobiti u
konacno mnogo koraka, $to je oCigledno i bez tvrdnje.

Teorema 4.3 tvrdi da, sve dok se programski kod izvr§ava, unaprijed ne mozemo
znati da li e program vratiti rezultat ili ¢e u¢i u neku beskona¢nu pretlju. Sve dok
se program izvrSava, ne mozemo unaprijed znati da li ¢e ikada prestati sa radom.
Drugim rije¢ima, ne postoji teorija ili algoritam, koji bi nam za svaku Turingovu
masinu M i za svaki ulazni string @, u kona¢no mnogo koraka, dali odgovor da li
¢e M(®) prestati sa radom ili ne.

Znaci, problem HALTr); se ne moze rijesSiti u konaéno mnogo koraka.

Isto vaZi i za problem A7y. Generalno, bilo koji problem kojem odgovara neo-
dluciv jezik se ne moze rijesiti u konac¢no mnogo koraka.

4.7 Primjeri neodlucivih i Turing-neprepoznatiljivih jezika

Slijedece dvije tvrdnje ¢e nam pomoci da dokaZemo da su neki jezici neo-
dlucivi ili Turing-neprepoznatljivi.

I Tvrdnja 4.17 Jezik A je odluciv akko je A odlugiv.

Dokaz. (a) Neka je A odludiv i neka je D njegov odlucivaé. Konstruis§imo D,
koji ée biti odluc¢iva¢ za A (algoritam 4.24).

Posto je D odludivac, to je i D odlucivag. VaZi:

e D(w) = accept <>
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Algoritam 4.24

1: procedure D(®)
2: return (D(®));

e D(w) = reject —

*e WA —

e mEA.

Znaéi, D odlucuje A, pa je A odluciv jezik.

(b) Neka je sada A odluéiv jezik. Iz (a) imamo da je A odlugiv jezik. Posto je
A = A, dobijamo da je A odluciv jezik. ]

Definicija 4.6 — Ko-Turing-prepgznqﬂjiv jezik. Za jezik A kaZzemo da
je ko-Turing-prepoznatljiv, ako je A Turing-prepoznatljiv.

Tvrdnja 4.18 Jezik je odluciv akko je Turing-prepoznatljiv i ko-Turing-
prepoznatljiv.

Dokaz. (a) Neka je jezik A odluciv i neka je D njegov odlucivac. Posto je svaki
odlucivac ujedno i Turingova masSina, A je ocigledno Turing-prepoznatljiv
jezik.

Iz tvrdnje 4.17 imamo da je A odluéiv, pa je i Turing-prepoznatljiv. Znadi,
A je ko-Turing-prepoznatljiv.

(b) Neka je A Turing-prepoznatliv i ko-Turing-prepoznatljiv i neka su M; i
M, Turingove masine koje prepoznaju A i A. Konstrui§imo D, odlucivaé za A
(algoritam 4.25).

Algoritam 4.25 Odlucivac za A.

1: procedure D(®)

2 paralelno (naizmjeni¢no) pokreni M| (@) i M (®);
3 if M| (w) == accept then

4: return (accept);
5
6

if M(®@) == accept then
return (reject);
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Posto za svaki string vaZi @ € A ili @ € A imamo da ée za svako o uslov u
liniji 3 ili 5 biti ispunjen, pa ¢e M uvijek vratiti rezultat. Znaci, D je odlucivac.

Dokazimo da D prepoznaje A. Imamo:

e D(w) = accept <~

o M|(w)=accept <=

e wcA.

Znaci, D prepoznaje A, pa je A odluciv jezik.

Prvu ekvivalenciju je potrebno dodatno pojasniti. Ako je M|(w) = accept,
tada @ € A, pa @ ¢ A, pa Mp(®) # accept. Znaci, D(®) = accept. [

k) IzAry = {(M,®) | M je Turingova masina koja prihvata @}, imamo da je

Ary =X \Ary = {(M,®) | M je Turingova masina koja ne prihvata }U
U{@'| o ne predstavlja opis (M,®)}.
Drugi skup unije, skup stringova koji ne predstavlja opis (M, ®) ni za jedno M

1 m, nije relevantan za problem da li Turingova maSina prihvata odredeni string.
Zato ¢emo uzimati:

Arm = {(M,®) | M je Turingova masSina koja ne prihvata @}.

Sli¢no vrijedi i za komplemente ostalih jezika, koje ¢emo susretati u nastavku.

Slijedeca tvrdnja daje primjer jezika koji nije Turing-prepoznatljiv.

I Tvrdnja 4.19 Arj nije Turing-prepoznatljiv jezik.

Dokaz. Tmamo A7y = {(M,®) | M je Turingova maSina koja ne prihvata @}.
Pretpostavimo suprotno, A7y, jeste Turing-prepoznatljiv. Posto je i A7y
Turing-prepoznatljiv (tvrdnja 4.15), to je A7y odluciv (tvrdnja 4.18). Ovo je
u kontradikciji sa ¢injenicom da A7y nije odluciv (teorema 4.2).
Znaci, Aty nije Turing-prepoznatljiv. |

i Prethodna tvrdnja nam daje primjer jezika koji nije Turing-prepoznatljiv. Ranije
smo vidjeli da neodlucive jezike/probleme ne mozemo rijesiti u konacno mnogo
koraka. Znaci, radi se o teSkim problemima.
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Neki neodlucivi jezici su Turing-prepoznatljivi, §to nam omoguéava da ih rijeSimo
djelimi¢no. Turing-neprepoznatljivi jezici/problemi su teZi od neodlucivih Turing-
prepoznatljivih problema. Naime, ako je A neodluciv i Turing-prepoznatljiv jezik,
tada postoji algoritam M koji vraca rezultat za svako @ € A (za @ ¢ A procedura
M(®) moZe uéi u petlju). Za Turing-neprepoznatljiv jezik B ovakav algoritam ne
postoji, tj. za bilo koju Turingovu masinu M’ postoji @ € B tako da M’ (w) ulazi u
petlju.

Tvrdnja 4.20 Jezik Ery = {(M) | M je Turingova masina i L(M) = @} je
neodluciv.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, E7jys je odluciv jezik i neka je D njegov
odludivac. Konstruisaéemo D', odluciva¢ za A7y, (algoritam 4.27).

Prije toga ¢emo pokazati kako se konstruiSe pomoéna Turingova maSina
My, , (algoritam 4.26).

Algoritam 4.26 Pomoc¢na Turingova masina.

1. procedure M, ,(x)

2 if M(®w) == accept then
3: return (accept);

4 else

5 return (reject);

Masina M, ,, prihvata sve stringove akko M(®) = accept. Ako M(®) #
accept, tada My, ,, ne prihvata nijedan string. Zna¢i, L(M), ,) # @ akko
M(®) = accept.

Algoritam 4.27

1: procedure D'(M, ®)
2: konstruisi MJIW, o'
3: return (D(M,, ,));

Posto je M}, ,, Turingova masina, moZe se konstruisati u kona¢no mnogo
koraka, pa linija 2 se izvr§ava u kona¢no mnogo koraka. Posto je D odlugivag,
to se i linija 3 izvrSava u kona¢no mnogo koraka. Znadi, D' je odlucivag.

Dalje imamo:
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D'(M,®) = accept <>
D(My; ,,) = reject <=
(My o) & Ern <=
LM, ) #2 <
M(w) = accept <=
(M , (D) EAry.
Dobijamo da D' odlucuje A7y, pa je A7y odludiv jezik, $to je u kontra-
dikciji sa teoremom 4.2. Znaci, naSa pretpostavka nije tacna, pa je Ery
neodluciv jezik. [

Tvrdnja 4.21 Jezik REGULART)y = {(M) | M je Turingova masina i L(M)
je regularan jezik} je neodluciv.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je REGU LART) odluciv jezik 1 neka
je D njegov odluciva¢. Konstrui§imo D', odludiva¢ za Ary (algoritam 4.29).

Ideja je sli¢na kao u prethodnom dokazu. Za dato M i w, Zelimo konstru-
isati masinu M}, , tako da je L(M), ) regularan jezik akko M(®) = accept.
Za mjesto regularnog jezika L(levl, ») MoZemo uzeti bilo koji regularan jezik,
recimo X*. Takode, za mjesto neregularnog jezika moZemo uzeti bio koji
jezik, recimo {0"1" | n > 0} (pronadite primjer u kojem smo dokazali da ovaj
jezik nije regularan).

Algoritam 4.28 Pomo¢na Turingova masina.

1: procedure M), ,(x)

2 if x == 0"1" za neko n > 0 then
3: return (accept);

4 else

5 return (M(w));

Algoritam 4.28 daje pseudokod za masinu M}, ,. Ako je M(®) = accept,
tada My, , prihvata bilo koji string x, tj. vazi L(Mj",jllw) =1X* Akoje M(w) #
accept, tada M}, , prihvata string samo ako je oblika 0"1", tj. vaZi L(M, M) =
{0"1" | n > 0}. Prema tome, L(M), ,) je regularan akko M (@) = accept.

Svaka konstrukcija Turingove masine je konacna, pa linija 2 se izvr$ava u
kona¢no mnogo koraka. Posto je D odlucivac i linija 3 se izvrSava u konacno
mnogo koraka. Iz svega imamo da je D" odluciva¢.

Dalje je:
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Algoritam 4.29

1: procedure D'(M, ®)
2: konstrui§i Turingovu masinu M}, ,;
3 return (D(M,, ,));

D'(M,®) = accept <>
e D(M,, ,) = accept <= (jer je D odlucivat za REGULAR7T )
e (M}, ,) € REGULARry < (jer L(M}, ,) moZe biti £* ili {0"1" |
n> 0}) 7
LMy, ) =L <
lew, © 7prihvata svaki string x € ¥ <=
M(®) = accept <~
(M , 0)) EATM.
Znaci, D' odluCuje A7y, pa je A7y odluiv jezik, $to je nemoguce (teorema
4.2). Iz kontradikcije imamo da je naSa pretpostavka netacna, tj. REGU LART)y
je neodluciv jezik. |

Slijedeca tvrdnja daje primjer jezika koji nije Turing-prepoznatljiv (samim
tim nije ni odluciv) niti je ko-Turing-prepoznatljiv

Tvrdnja 4.22 Jezik EQry = {(M;,M>) | M| i M, su Turingove masine i
L(My) = L(M>)}

(a) je neodluciv;

(b) nije Turing-prepoznatljiv;

(c) nije ko-Turing-prepoznatljiv.

Dokaz. (a) Tvrdnja slijedi direktno iz (b), jer ako jezik nije Turing-prepozna-
tljiv, tada nije ni odluciv.

(b) Pretpostavimo suprotno, postoji Turingova masina M; koja prepoznaje
E Q7. Konstruigimo Turingovu masinu M’ koja prepoznaje A7y (algoritam
4.31).

Neka su M i w proizvoljna Turingova masina i string. Algoritam 4.30 daje
pseudokod za My, , -

Znati, M(®) # accept <= My ,,(x) # accept,Vx €L* <= L(My) = .

Linija 2 u kodu masine M’ se izvr§ava u kona¢no mnogo koraka. Dalje,
imamo:
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Algoritam 4.30 Pomoéna Turingova masina.

1: procedure Mj(,,’w(x)
2: return (M(w));

Algoritam 4.31

1: procedure M' (M, ®)
2: M, < Turingova maSina koja odbija sve stringove;
3 return ( M (My . M2) );

M'(M,®) = accept <
My (My; 5, M2) = accept <>
L(Mjpg) = L(M2) < (jer L(Ms) = )
L(My; ,) =9 <= (iz konstrukcije maSine My, )
M(a))}é accept <= ’
(M, 0) € Ary.
Znaci, M’ prepoznaje Ary, pa je Ary Turing-prepoznatljiv. Ovo je u
kontradikciji sa tvrdnjom 4.19, pa EQrj nije Turing-prepoznatljiv.

(c) Dokaz je skoro identi¢an dokazu pod (b). Pretpostavimo suprotno, po-
stoji Turingova maSina M| koja prepoznaje EQ7)s. KonstruiSimo Turingovu
masinu M’ koja prepoznaje A7y, (algoritam 4.33).

Neka su M i @ proizvoljna Turingova masina i string. KonstruiSimo My, ,
(algoritam 4.32).

Algoritam 4.32 Pomoéna Turingova masina.

1: procedure Mj(,,’w(x)
2: return (M(w));

Znadci,
M(®) # accept <=> My ,,(x) # accept,¥x € L <= L(My ,) = @,
te
M(®) = accept <=> My ,,(x) = accept,¥x € L <= L(My,) =L".

Linija 2 u kodu masine M’ se izvr§ava u kona¢no mnogo koraka. Dalje,
imamo:
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Algoritam 4.33

1: procedure M'(M, )
2: M, < Turingova maSina koja prihvata sve stringove;
3: return ( M, (MITJ,(D?MZ) );

o M'(M,®) = accept <

o Mi(My; ,,Ma) = accept <= (jer M prepoznaje EQrum)

o L(Mjy ) # L(M2) <= (jer L(My) = )

o L(Mj[ ) #Z° <= (jor L(Mj; ,) = = ili L(Mj; ) = ©)

. L(Mj(,/w) =0 < (iz konstrukcije masine Mjf,,w)

. M(a))}é accept <= /

o (M,m)€Ary.

Znaci, M’ prepoznaje Ay, pa je Ary Turing-prepoznatljiv. Ovo je u
kontradikciji sa tvrdnjom 4.19, pa EQ7 nije Turing-prepoznatljiv. |

Riceov teorem

Inutitivno, slijedeca teorema tvrdi da skoro svaki jezik koji se sastoji od opisa
nekih Turingovih masSina je neodluciv.

Teorema 4.4 — Riceov teorem. Neka je & neka osobina Turingovih
masinai R = {(M) | M je Turingova masSina koja ima osobinu &'}, tako da
vazi:
e R je netrivijalan jezik (sadrZi barem jednu i ne sadrZi sve Turingove
masine);
e ako L(M;) =L(M;), tada (M}) € R <= (M;) €R.
Tada je jezik R neodluciv.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, R je odluciv jezik i neka je D odlucivac koji
prepoznaje R. TadajeiR = {(M) | M je Turingova maSina koja nema osobinu
O’} odludiv jezik (tvrdnja 4.17). Pretpostavimo da (&) ¢ R - u suprotnom bi
donji dokaz sproveli za R.

Koristeéi D, konstrui§imo D’ - odlu¢ival za Ary,.

Neka je M proizvoljno odabrana, pa fiksirana Turingova masina sa osobi-
nom O, tj. (M;) €R.

Prvo konstrui§Simo pomoénu Turingovu masinu M 1/\/1 » Kao $to je opisano
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pomocu algoritma 4.34, pri ¢emu je M’ proizvoljna TM, a @ proizvoljan
string.

Algoritam 4.34 Pomo¢na Turingova masina.

1: procedure M, ,(x)
2: if M(®) == accept then
3: return (M (x))

4: return (reject);

Pretpostavimo prvo da je M (®) = accept. Tada je My, ., (x) = accept <=
M, (x) = accept, pa je L(My) = L(M}, ). Posto (M;) €R, toi (M}, ,) €R,
tj. My, ,, ima osobinu . ’ 7

Neka je sada M(w) # accept. Tada je My ,(x) # accept,Vx € T*, .
L<M1/l/1,a)> =, pa (MIIVI,a)> ¢ R.

Znati, (My, ,,) € R <= M(®) = accept.

Algoritam 4.35
1: procedure D'(M, ®)
2: konstruisi M 1/\/1 o'
3 return (D(M; ,,));

Svaka TM je konac¢na struktura, pa se linija 2 izvrSava u konacno mnogo
koraka. Posto je D odlucivac, tada se linija 3 izvrSava u konacno mnogo
koraka, pa je i D’ odludivac.

Vazi:

e D'(M,w) = accept <~

® D(My, ) = accept <= (jer je D odlucivac za R)

(M) ) € R <= (ranije dokazali)
o M(w)=accept <
(M , 0()) EATM.

Znadi, D' je odludival koji prepoznaje Aryy, pa je Aty odludiv jezik, $to
je kontradikcija sa teoremom 4.2. Prema tome, R nije odluciv jezik. Ovim
smo dokazali Riceov teorem. |

a Primjer 4.8 Nekaje A = {(M) | M je Turingova masina koja prihvata @R ako
prihvata @ }. Dokazimo da je jezik A neodluciv.
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Koristiéemo Riceov teorem. Sa &’ ozna¢imo osobinu: "je Turingova masina
koja prihvata w® akko prihvata "

Postoji Turingova masina sa ovom osobinom, recimo Turingova maSina
koja prihvata sve stringove. Postoji i Turingova maSina bez ove osobine, npr.
masina koja prihvata samo string 10. Znaci, A nije trivijalan jezik.

Neka su M| i M, Turingove masine takve da je L(M}) = L(M>). Vazi:

o (M)A =

e W L(M) < of e L(M)) < (jer L(M) = L(M>))

e WELM) < wRcL(M) —

° (Mz) €A.
Iz prethodnog imamo da A zadovoljava uslove Riceovog teorema, pa A
nije odluciv jezik. .

= Primjer 4.9 Dokazimo da je jezik A = {(M) | M je Turingova maSina koja
prihvata 1011} neodludiv.

Umjesto 1011 moZe da stoji bilo koji string. Uocimo da je ovaj problem
specijalan slucaj problema Aryy, kada je string fiksiran.

Posmatrajmo osobinu &' : "Turingova masina prihvata string 1011".
Ocigledno je ova osobina netrivijalna, tj. postoji barem jedna maSina sa
ovom osobinom i barem jedna masSina bez ove osobine.

Cinjenicu da M prihvata 1011 moZemo pisati i kao 1011 € L(M). Neka
su M; i M, Turingove masine takve da je L(M;) = L(M,). Vazi:

° (M 1) EA <—

e 1011 € L(Ml) < (jer L(M]) :L(Mz))

e 1011 € L(M,) <~

o (M) € A.

Svi uslovi Riceovog teorema su zadovoljeni, pa je jezik A neodluciv. =

Zadatak 4.3 — Za samostalan rad. Nadi netrivijalnu osobinu & tako da
zajezik R={(M) | M je TM koja ima osobinu &'} ne vazi: ako je L(M;) =
L(M;), tada (M) € R <= (M;) €R. .

4.9 Enumerator

Inutitivno, enumerator je masina koja ispisuje stringove nekog jezika.
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Definicija 4.7 — Enumerator. Za Turingovu maSinu E kaZzemo da enu-
merise jezik A, ako na traku ispisuje samo stringove iz A 1 svaki string iz
A Ce biti ispisan u nekom koraku. Ovakvu Turingovu masinu nazivamo
enumerator.

K Ako enumerator svaki string iz A ispisuje u nekom (kona¢nom) koraku, to ne
znaci da Ce ispisati sve stringove iz A. Npr. uzmite da imate masinu koja ispisuje
prirodne brojeve: 1,2,3,... Proizvoljan prirodan broj n ¢e biti ispisan u nekom
koraku, ali neemo imati trenutak da su svi prirodni brojevi ispisani, jer ih ima
beskonacno mnogo. Enumerator koji ispisuje beskonacan jezik nikada nece stati.

= Primjer 4.10 — Primjer enumeratora. Konstrui§imo pseudokod enumera-
tora za jezik A = {® | @ je palindrom}. Vidi algoritam 4.36.

Algoritam 4.36 Enumerator koji ispisuje palindrome.
l: W<+ €;
2: while true do
3: if o je palindrom then
4: print(®);
5 o < slijedeci string po leksikografskom poretku;

Vidimo da je konstrukcija u prethodnom primjeru generalna. Uslov u liniji
3 moZemo zamijeniti bilo kojim uslovom koji opisuje jezik neki dati jezik
A. Ako je A odluciv jezik, tada se uslov moZe provjeriti odlu¢ivatem. Ovo
opazanje je formalizirano slijede¢om tvrdnjom.

Slijedece dvije tvrdnje daju vezu izmedu enumeratora i Turingovih masina.

Tvrdnja 4.23 Jezik je Turing-prepoznatljiv akko ga neki enumerator enu-
merise.

Dokaz. (a) Pretpostavimo da je jezik A Turing-prepoznatljiv i neka je M
Turingova masina koja ga prepoznaje. KonstruiSimo enumerator £ koji ¢e
enumerisati A (algoritam 4.37).

Dokazimo da E enumeriSe A. Neka je @ € A i || = k. PoSto je o € A,
to M prihvata ® u konaéno mnogo koraka (recimo m koraka). Neka je
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Algoritam 4.37 Enumerator za Turing-prepoznatljiv jezik.

1: procedure E

2 n+1;

3 while 1 do

4: L < lista svih stringova duZine ne vece od n;
5: for x € L do

6 if M prihvata x u najvise n koraka then

7 print(x);

8 n<n+1;

n = max{k,m}. Dobijamo da u n-toj iteraciji x € L, jer L sadrZi sve stringove
duZine ne vece od n. Posto je n > m, uslov u liniji 6 ¢e biti zadovoljen. Prema
tome E Ce ispisati @. Iz uslova u liniji 6 imamo da E ispisuje samo stringove
iz A, pa E enumeriSe A.

(b) Pretpostavimo sada da E enumeriSe A. KonstruiSimo M, Turingovu masinu
koja prepoznaje A (algoritam 4.38).

Algoritam 4.38 Turingova masina za enumerabilni jezik.

1: procedure M(m)

2 pokreni enumerator E 1 prati ispis;
3: if u nekom koraku je ispisan @ then
4 return (accept);

Imamo da vazi:

e M(w) = accept <=

e F unekom koraku ispisuje @ <=

e ®wcA.

Znaci, M je Turingova masSina koja prepoznaje A.

K ZaSto enumerator E iz prethodnog dokaza nismo mogli konstruisati slijedeci naCin
prikazan algoritmom 4.39?
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Algoritam 4.39 Pogresna konstrukcija enumeratora za Turing-prepoznatljiv
jezik.

1: procedure E

2 X4 &

3 while 1 do

4: if M(x) == accept then

5: print(x);

6 x <—slijedeci string u leksikografskom poretku;

Tvrdnja 4.24 Jezik je odluciv akko ga neki enumerator enumerise u leksi-
kografskom poretku.

Dokaz. (a) Neka je A odluciv jezik i neka je D odlucivac koji ga prepoznaje.
KonstruiSimo enumerator E koji enumeriSe A u leksikografskom poretku
(algoritam 4.40).

Algoritam 4.40 Ispis jezika A u leksikografskom poretku.

1: procedure E

2 X< &,

3 while 1 do

4: if D(x) == accept then

5: print(x);

6 x <—slijedeci string u leksikografskom poretku;

Ako E ispisuje x, tada je uslov u liniji 4 ispunjen, pa x € A. Znaci, E
ispisuje samo stringove iz A. DokaZimo da ¢e svaki string biti ispisan u
nekom koraku. Neka je y € A proizvoljan string i neka su yo = €,y1,...,Ym
stringovi koji dolaze prije y u leksikografskom poretku. Posto je D odlucdivac,
D(y;) se zavrSava u kona¢no mnogo koraka (i = 0,...,m), pa ée varijabla x
enumeratora E primiti vrijednost x = y nakon kona¢no mnogo koraka. Znaci,
nakon kona¢no mnogo koraka u liniji 4 ¢emo imati D(x =y) = accept i E Ce
ispisati y.

Iz svega imamo da E enumeriSe A.

(b) Neka je A jezik i neka ga E enumeriSe u leksikografskom poretku. Kon-
struiSimo odluciva¢ D koji prepoznaje A (algoritam 4.41).
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Ako je A konacan jezik, tada je i odluciv, jer je svaki konacni jezik odluciv.
Pretpostavimo da je A beskonacan jezik.

Algoritam 4.41 Odlucivac za jezik A.

1: procedure D(®)

2 pokreni enumerator E 1 prati ispis;

3 if u nekom koraku je ispisan @ then

4: return (accept);

5 if u nekom koraku je ispisan string duzi od @ then
6 return (reject);

Ako je D(®) = accept, tada E ispisuje @, pa @ € A.

Ako je D(w) = reject, to znali da je E ispisao string @’, koji je duzi od o.
Posto E ispisuje stringove u leksikografskom poretku i |@’| > |®|, to se @ ne
moZe naci u ispisu poslije @, pa E ne ispisuje o, tj. © ¢ A.

Posto stringova ne duZih od @ ima kona¢no mnogo, to ée je dan od uslova
u linijjama 3 1 5 biti ispunjen u konacno mnogo koraka, pa ¢e D vratiti accept
ili reject.

Iz svega imamo da je D odlucivac i prepoznaje A, pa je A odluciv jezik. W

Neogranicene gramatike

Ranije smo pokazali da su regularni izrazi ekvivalentni sa DFA i NFA; kon-
tekstno nezavisne gramatike sa PDA. U ovoj sekciji ¢emo uvesti pojam
neograni¢ene gramatike i dokazati da su ekvivalente sa Turingovim masi-
nama.
Definicija 4.8 — Neograni¢ena gramatika. Neograni¢ena gramatika
je uredena Cetvorka (V,X,R,S) pri Cemu je:
1. V je skup varijabli;
2. X je alfabet;
3. R je skup pravila kod kojih se jedan string iz (V UX)* mijenja sa
stringom iz (V UX)*;
4. S je pocetna varijabla.

Definicija neograni¢ene gramatike ne daje na koji nacin gramatika generiSe
odredeni string. Zato sada formalno uvodimo pojam generisanja stringa.



142 Poglavlje 4. Turingove masine

Definicija 4.9 — String kojeg generise gramatika. Kazemo da gra-
matika G = (V,Z,R,S) generise string @ € ¥*, ako postoji niz stringova
Q0,Q1,...,Q iz (VUX)*, tako da vazi:

1. Qo =3S5;

2. Q= w;

3. Q;iQ; se mogu napisati u obliku Q; = o;p;B;, Qi+1 = 0ip;i+1Bi
(i=0,....,k—1), pri Cemu oy, B, p; € (VUL)* i pravilo p; — pit1
pripada R.

Niz Qo, ..., €2 nazivamo generatorni niz stringa ® nad gramatikom G.

= Primjer 4.11 Konstrui$imo neograni¢enu gramatiku za jezik A = {a"b" " |
n > 0}. Iz primjera 3.20 imamo da za A ne postoji CFG.

Neogranicena gramatika je data sa:

S—ABCS
S—Z
CA—AC
BA—AB
CB—BC
CZ—Zc
Z—Y
BY—Yb
Y—X
AX— Xa
X—e.

Npr: S — ABCS — ABCABCS — ABCABCZ — ABACBCZ — AABCBCZ
— AABBCCZ — — AABBCZc — AABBZcc — AABBY cc — AABY bce —
AAY bbcc — AAXbbcc — AXabbee — — Xaabbce — aabbee = a*b*c?.

Teorema 4.5 Jezik je Turing-prepoznatljiv akko ga neka neograni¢ena
gramatika generiSe.

Dokaz. (a) Neka neograni¢ena gramatika G = (V,X,R,S) generiSe jezik A.
Konstrui§imo nedeterministicku Turingovu masinu M koja prepoznaje A (al-
goritam 4.42).

Ako w € A, tada postoji konacan niz pravila iz R pomocu kojeg 1z S moZemo
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Algoritam 4.42 Nedeterminist¢ka Turingova masina za jezik A.

1: procedure M(m)

2 Q<+ S;

3: while 1 do

4: nedeterministicki odaberi pravilo iz R i primjeni ga na €, ako je
to moguce;

5: if Q == © then

6: return (accept);

dobiti ®. PoSto M nedeterministicki ispituje sve mogucnosti, jedna grana
komjutacije ¢e dati rezultat @ u kona¢no mnogo korakai vratiti accept.

Neka je sada M(w) = accept, tada je maSina M nasla niz pravila iz R koji
vode od S do w, pa @ € A. Znaci, M prepoznaje A. 1z tvrdnje 4.4 imamo da je
A Turing-prepoznatljiv jezik.

(b) Neka je M Turingova maSina koja prepoznaje jezik A. DokaZimo da postoji
neograni¢ena gramatika G = (V,X,R, S) koja generiSe A.

Prisjetimo se na koji smo nacin zapisivali konfiguraciju Turingove masSine.
String 100g,110 nam je oznacavao da se maSina nalazi u stanju ¢, na traci se
nalazi string 100110 i glava pokazuje na Cetvrti simbol (tj. 1). Svaka tranzicija
Turingove masine se moZe predstaviti na jedan od slijedecih nacina:

qiot— Bgiy1;
oaqif —qgir1oy,

pri ¢emu prvo pravilo odgovara pomjeranju glave udesno (i umjesto & upi-
sujemo f3), a drugo-ulijevo (i umjesto 3 upisujemo 7), te ¢, 3,y € X,q; €

oOM),(i=1,....|0]).
Znaci, rad Turingove masine moZemo predstaviti pomoc¢u neogranicene
gramatike. |

Chomskyeva hijerarhija formalnih jezika

Sada ¢emo uvesti pojam masine koja je slabija od Turingove masSine, a jaca
od PDA. Radi se o Turingovoj maSini sa ograni¢enom memorijom.



144 Poglavlje 4. Turingove masine

Definicija 4.10 — Linearni ogranic¢eni automat. Linearni ograniceni
automat je nedeterministicka Turingova masina kod koje glava za Cita-
nje/pisanje se ne moze pomjeriti van dijela koji sadrzi ulazni string.

Skracenica koju ¢emo Kkoristiti je LBA (Linear Bounded Automaton).
Sada uvodimo gramatiku koja dogovara LBA.

Definicija 4.11 — Kontekstno zavisna gramatika. Kontekstno zavisna
gramatika je uredena Cetvorka (V,X,R,S) pri emu je:
1. V je skup varijabli;
2. ¥ je alfabet;
3. R je skup pravila oblika: oA — aBf, pri ¢emu A € V., €
(VUX)*,Be (VUX)Y,
4. S je pocetna varijabla.

Definicija 4.12 — String kojeg generise gramatika. Kazemo da gra-
matika G = (V,X,R,S) generise string ® € L*, ako postoji niz stringova
Q0,Q1,...,Q iz (VUX)*, tako da vaZi:
1. Qy=3S;
2. Q= w;
3. Q;iQ;,1 se mogu napisati u obliku Q; = o;p;B;, Qi1 = 0P 1B;
i=0,....,k—1), pri Cemu o;,B; € (VUX)* i pravilo p; = pit1

pripada R.
Sa L(G) oznacavamo skup svih stringova iz £* koje generiSe gramatika
G. Niz Q, Q1,...,Q nazivamo generatorni niz stringa @ nad gramatikom

G.

Teorema 4.6 Za jezik A postoji linearni ogranieni automat koji ga pre-
poznaje akko A generiSe neka kontekstno zavisna gramatika.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu teoreme 4.5. Uocite da, kod kontekstno
zavisnih gramatika, pravila imaju oblik: kA — aBf3, pricemuA €V, a,fB €
(VUX)*, Be€ (VUYX)". Prema tome, B # €, pa nijedan ¢lan generatornog niza
ne moZe biti duZi od kona¢nog stringa koji se generise.

(a) Neka kontekstno zavisna gramatika G = (V,X,R, S) generise jezik A. Kon-
struiSimo LBA M koja prepoznaje A (algoritam 4.43).

Ako o € A, tada postoji niz pravila iz R pomocu kojeg iz S moZemo dobiti .
PoSto M nedeterministicki ispituje sve mogucnosti, jedna grana komjutacije
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Algoritam 4.43 LBA za jezik A.
1: procedure M(m)

2 Q<+ S;

3: while 1 do

4: nedeterministicki odaberi pravilo iz R i primjeni ga na €, ako je
to moguce;

5: if |Q| > |w| then

6: return (reject);

7: if Q@ —— o then

8: return (accept);

¢e dati rezultat @ i vratiti accept.

Neka je sada M(w) = accept. Tada je masina M naSla niz pravila iz R koji
vode od S do m, pa @ € A. Znaci, M prepoznaje A. 1z tvrdnje 4.4 imamo da je
A Turing-prepoznatljiv jezik.

Nijedan ¢lan generatornog niza nije duZi od ulaznog stringa. Prema tome,
iskoristi¢emo samo ograni¢eni dio memorije duZine ulaznog stringa, pa je M
LBA.

(b) Neka je M LBA koja prepoznaje jezik A. DokaZimo da postoji kontekstno
zavisna gramatika G = (V,X, R, S) koja generiSe A.

Konfiguraciju LBA ¢emo zapisivati na isti nac¢in kao i konfiguraciju
Turingove masine. String 100g>110 nam je oznacavao da se maSina nalazi u
stanju ¢, na traci se nalazi string 100110 i glava pokazuje na cetvrti simbol
(tj. 1). Svaka tranzicija LBA se moZe predstaviti na jedan od slijedecih nacina:

qio— Bgiy1;
oqi— g0y,

pri ¢emu prvo pravilo odgovara pomjeranju glave udesno (i umjesto & upi-
sujemo f3), a drugo-ulijevo (i umjesto B upisujemo 7), te &, B,y € X,q; €
QM),(i=1,...,]Q|). Posto nemamo tranziciju koja mijenja varijablu sa €,
nece se dogoditi da dobijemo ¢lan generatornog niza duzi od stringa kojeg
generiSemo. Prema tome, kompjutacija se odvija unutar trake ¢ija duZina ne
prelazi duZinu ulaznog stringa.

Znaci, rad LBA moZemo predstaviti pomocu kontekstno zavisne gramatike.
]
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Ukratko ¢emo spomenuti pojam regularne gramatike.

Definicija 4.13 — Regularna gramatika. Regularna gramatika je gra-
matika koja ima pravila oblika:

A — aB;
A — Ba;
A —a;
A— €,

pri ¢emu su A i B varijable, a € X.

Jednostavno se pokaze da su regularne gramatike ekvivalentne regularnim
izrazima.

Sada moZemo navesti Chomskyevu podjelu gramatika.
Definicija 4.14 — Chomskyeva hijerarhija. Gramatike moZzemo podi-
jeliti u Cetiri grupe:

(a) tip O0: neogranicene gramatike;

(b) tip 1: kontekstno zavisne gramatike;

(c) tip 2: kontekstno nezavine gramatike;

(d) tip 3: regularne gramatike.

Slika 4.15 daje prikaz Chomskyeve hijerarhije.

neograni¢ene gramatike,
Turingove masine

kontektsno zavisne gramatike,
LBA

kontektsno nezavisne gramatike,
PDA

regularne gramatike,
regularni izrazi,
DFA i NFA

Slika 4.15: Chomskyeva hijerarhija.
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4.12 Registarska masina

Model registarskih masina viSe odgovara radu standardnih kompjutera nego
Turingove masine. Registarska masina ima konacno mnogo registara Ry, R,
..., Ry, koji omogucavaju direktan pristup memoriji u konstantnom vremenu.
Formalno, R; ¢uva prirodan broj, koji predstavlja dio procesa racunanja.

Definicija 4.15 — Registarska masina. Registarska masina je data sa:
(a) konacno mnogo registara Ro,Rj,...,R,, pri ¢emu svaki moze da
sadrzi prirodan broj;
(b) program koji se sastoji od konacne liste instrukcija: Lo, Ly, ....

Definicija 4.16 — Instrukcija registarske masine. Instrukcija moZe imati
jedan od slijedecih oblika:
(a) R+ — L' - dodaj jedan registru R i idi na instrukciju L’;
(b) R— — L',L" - ako je sadrzaj od R veéi od nule, smanji ga za 1 i idi
na instrukciju L'; inaCe idi na instrukciju L”;
(c) stop - zavrsi sa radom.

Definicija 4.17 — Konfiguracija registarske masine. Konfiguracija re-
gistarske masine je data sa ¢ = (I, r,,...,r,), pri ¢emu je [ oznaka trenutne
instrukcije, a r; sadrzaj registra R; (i =0, ...,n).

Definicija 4.18 — Racunanje registarske masine. Racunanje regista-
rske masine je konacan ili beskonacan niz konfiguracija cg,cy,ca, ... pri
cemu:

(@) co=(0,rg,...,rn) je poCetna konfiguracija;

(b) svaki c = (I,rg,...,ry) prelazi na slijedeu konfiguraciju izvrSavajuci

instrukciju L; sa registrima koji sadrze ry, ..., ;.

Za konacno racunanje co, ¢y, ..., zadnja konfiguracija ¢, je zavr§na kon-
figuracija ako je L =stopiliR+ — LiliR— — L,L'’saR>0iliR— — L,L’
sa R = 0 1 ne postoji instrukcija L u programu ("zaustavljanje sa greSkom").

Slijedecu teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 4.7 Registarska masina je ekvivalentna Turingovoj masini.

Zadaci za samostalan rad
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Zadatak 4.4 Dati pseudokod algoritma koji, za ulazni string @ 1 k > 1,
vraca sve moguce podjele stringa @ na k dijelova ay,ay,...,a, tj. da vazi
w=ayay...a. [

Zadatak 4.5 Konstruisati dijagram Turingove masine koja prepoznaje
jezik:

(@) A={a"b"c" | n>0};

(b) B={0%"|n>0}.

Zadatak 4.6 Napisati pseudokod algoritma koji ispisuje stringove u leksi-
kografskom poretku. =

Zadatak 4.7 Za sve jezike koje smo spominjali, a nisu kontekstno nezavi-
sni, napisati neogranicenu gramatiku koja ih generise. n

F :N — N data sa F(n) = f(f(...f(n))), pri Cemu se f javlja n puta,
izracunljiva funkcija. n

Zadatak 4.9 DokaZzi da svaki beskonacan Turing-prepoznatljiv jezik ima
beskonacan odluciv podskup. n

Zadatak 4.10 Jezik Apps = {(P,w) | P je PDA koji prihvata @} je odlu-
Civ jezik. n

Zadatak 4.11 NekasuA 1B jeziciiANB = &. Jezik C razdvaja jezike A
iBakoACCiBCC.

DokaZzi da, za bilo koja dva ko-Turing-prepoznatljiva jezika, postoji
odluciv jezik koji ih razdvaja. n

Zadatak 4.12 Neka je C jezik. Dokazi da je C Turing-prepoznatljiv akko

1
‘ Zadatak 4.8 Neka je f: N — N izracunljiva funkcija. DokaZi da je
| postoji odluciv jezik D tako da vazi C = {x| Jy: (x,y) € D}. .
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(5. NP-teski problemi

Do sada smo se bavili generalnim pitanjem da li se neki problem moZze
rijeSiti u konacno mnogo koraka pomocu date masine. U ovom poglavlju
¢emo posmatrati probleme koji se mogu rijesiti u konacno mnogo koraka, tj.
odlucivi su. Pitanje koje ¢emo postaviti je da li se mogu rijesiti efikasno, tj.
da li postoji brzi algoritam koji rjeSava dati problem?

Asimptotska notacija

Brzinu algoritma ¢emo definisati pomocu broja koraka koje dati algoritam
izvrsi. Pri tome, dovoljno nam je odrediti priblizan broj koraka koje algoritam
izvrSi. Neki od razloga zasto ne dajemo tacan broj koraka koje algoritam
izvrSava su:

e broj koraka ne ovisi samo od algoritma, ve¢ i od njegove implementacije;

e nekada nije jasno koji koraci su elementarni, tj. da li se mogu se brojati

kao jedan korak;
e lakS3e je odrediti priblizan broj koraka;
e za velike ulazne podatke je bitnije da znamo kako raste funkcija koja
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predstavlja broj koraka.

Na koji nacin porediti broj koraka dva algoritma, ako koristimo metode za
priblizno odredivanje? Kako reci da jedan algoritam zahtijeva viSe koraka od
drugog? To mozemo ako uvedemo asimptotsku notaciju.

Drugi razlog za uvodenje asimptotske notacije je da nas Cesto interesuje
brzina algoritma samo za relativno velike n, pri ¢emu je n veliCina ulaza.
Zasto nas ne interesuje brzina za male n-ove? Jedan od razloga je da vecina
algoritama, implementirana na kompjuterima, je brza za male n, pa ne moZemo
steci realnu sliku koji je algoritam bolji.

Slijedeca definicija daje naCin da kaZemo da je jedna funkcija veca ili
jednaka od druge, za dovoljno veliki argument.

Definicija 5.1 — Veliko O. Neka su f,g: N — R™. Ako postoji ¢ > 01
no € N tako da vazi:

f(n) <c-g(n),¥n > no,

tada pisemo f(n) = O(g(n)) ili f(n) € O(g(n)). KaZemo da je g(n) asim-
ptotska gornja granica za f(n) ili da je f(n) asimptotski manje ili jednako
od g(n).

a Primjer 5.1 Neka je f(n) polinom. Npr. f(n) = 10n* +3n> — 5n> 4 2n + 10.
Jedan nacin da odredimo asimptotsku gornju granicu je da posmatramo najveci
eksponent u polinomu. DokaZzimo da vrijedi f(n) € O(n*).

Trebamo dokazati da vrijedi f(n) < cn*, Vn > ng, za neke ¢ > 01ing € N.
Imamo slijedeci niz ekvivalencija:

10n* +3n3 =502 +2n4+10 < cn*| . n* —=
35 2 10
10+———2+—+—4 SC.
n o n
Ako pustimo da n — +oo, tada lijeva strana tezi ka 10. Ako za vrijednost
parametra ¢ uzmemo bilo koju konstantu vecu od 10, tada ¢e posljednja
relacija da vazi za dovoljno veliko n, tj. postoji ng = ng(c) tako da posljednja
relacija vazi za svako n > ny.
Posto je posljednja relacija ekvivaletna prvoj relaciji, imamo i da prva
relacija vazi za svako ¢ > 10 (npr. ¢ = 11) i svako n > ng = ng(c), j. f(n) €
o(n*). .
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Tvrdnja 5.1 Nekaje f1(n)€0(g1(n)), f2(n)€0(ga(n))igi(n)€0(g2(n)).
Tada je

fi(n) + fa(n) € O(g2(n)).

Ovu Cinjenicu jo$ piSemo i kao
O(g1(n)) + 0(g2(n)) = O(ga(n)).

Dokaz. 1z uslova tvrdnje imamo da postoje ¢; > 01 n; € N tako da vazi:
fi(n) <cigi(n),Yn >n;, (i=1,2).

Takode vazi
g1(n) <ga(n),vn>n'.

Neka je ng = max{n’,n,ny}. Dalje imamo

fi(n)+ fo(n) <crg1(n) +caga(n) <cic’ga(n) +c282(n) =(c1¢’ +¢2)g2(n)
= cgo(n),Vn > ng. Tvrdnja je dokazana. |

» Primjer 5.2 1z tvrdnje 5.1 imamo da prilikom sabiranja funkcija, na asim-
ptotsku notaciju utice samo funkcija koja je asimptotski veéa. Npr. vazi:
on*)+0(n?) = 0(n*). .

= Primjer 5.3 Tako se u praksi ne dogada Cesto, moZe se dogoditi da f(n) €

O(g(n)), ali da im0 ne postoji.

Npr. f(n) =2+ (—1)"€ {1,3}ig(n) =5+ (—1)" € {4,6}. Otigledno vazi

f(n) <g(n),Vn, pa f(n) € O(g(n)).
Sa druge strane, vrijednost % oscilira izmedu % 1 % = % pa EIE ﬁ
n oo

m —

ne postoji.

Slijedeca tvrdnja opisuje relaciju O pomocu limesa.

. . T .o f(n)
Tvrdnja 5.2 Neka f,g: N — R™ i neka postoji nLlToo ) Tada

_ f(n)
f(n) € O(g(n)) <~ ngffw@ = feal

Dokaz. (a) Neka f(n) € O(g(n)). Tada je

f(n) <c-g(n),Yn>ngy, zaneko ¢ >0 <~



162 Poglavlje 5. NP-teski problemi

(n)
(n)
Ako predemo na limes, dobijamo:

lim f(n) < lim ¢=c¢ < +oo,
n—+eo g(n) T n—eo

~

<c¢,Vn > ng, zaneko ¢ > 0.

oQ

Sto je i trebalo dokazati.

. . f(n) - o fln) .

(b) Neka je sada nl_l}l}_loo o) < ~+oo. Tada je ngTw o) = Iz definicije limesa
imamo:

‘M —c‘ <eg&,Ve > 0,Vn > ng.

g(n)
Uzimajuéi € = 1 imamo:

—ISM—CSI — C—lSMSC-l-l.
g(n) g(n)

Na kraju imamo:
f(n) <(c+1)g(n),vn>n = f(n) € O(g(n)),
Sto je i trebalo dokazati. [

Slijedeci definicija uvodi relaciju asimptotski strogo manje.
Definicija 5.2 — Malo o. Neka su f,g: N — R™. Ako je:

fim £

n—+e g(n)

—0,
piSemo f(n) € o(g(n)) ili f(n) =o(g(n)) i kaZzemo da je f(n) asimptotski
strogo manje od g(n).

Definicija 5.2 govori da f(n) raste dosta sporije nego g(n).
Slijedeca tvrdnja daje karakterizaciju o notacije bez limesa.

Tvrdnja 5.3 Neka su f,g: N — R™. Vazi:

f(n) €o(g(n)) <= Ve >0,3n. e N: f(n) <c-g(n),vn > n,.
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Dokaz. Koristi¢emo definiciju limesa i o notacije.
Vazi:

f(n) €0(g(n)) «

lim f(_n) =(0 <= (definicija limesa)
n—r-+e g(n)
Ve > 0,3n, : ‘f( ) <c,Vn>n. < (jer f(n) >0,g(n) >0)
(n)
Ve > 0,3n,: fg ; <¢,Vn>n, <= (mnozimo sa g(n) > 0)
Ve >0,3n.: f(n) <c-g(n),vn > n,
Sto je i trebalo dokazati. |

Slijedeci primjer ilustruje da stepen logaritma je asimptotski strogo manji
nego stepena funkcija, a ona je opet asimptotski strogo manja od eksponenci-
jalne funkcije.

» Primjer 5.4 Vazi:
(a) logk(n) € o(n’),zaa,b,k >0ia+#1;
(b) n*€o(b"),zaa>0ib> 1.

(a) Posmatrajmo 11111 Og ( ) zakeNia> 1. Primjenjujuci L'Hospitalovo
n——-oo

pravilo imamo:

1 k(k—1)-logk2(n) (5.1)

Lo K=
im
Ink(a) n—+e  bk-pb

=0.

Znaéi, logk(n) € o(n?), zaa,b >0,k € Nia > 1.
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Neka je k > 0 realni broj i a > 1. Tada postoji K’ € N i k < k' i vrijedi:

logt log~
0< tim 198 oy, loga(®) _
n——oo n n—+oo n

pa iz teorema o ukljeStenju limesa imamo

k
lim 128a(1) _

n—r+-oo nb
Sto je i trebalo dokazati.

Akoje0<a< 1,tada lim logk(n) =0, paje

n—4-o0

/ k
lim —"g“b(”) —0,
n—r+oo n

.
logk(n) € o(n?).
Ovime zavr§avamo primjer pod (a).

(b) Prvo uzmimo da je a € N. Iz L’Hospitalovog pravila imamo.

) a ) a- na—l
e it = e B I ()
a . a—1
= n(B) i
ala—1) . n"? (5.2)

- ln2<b) n—1>r£°° b

a_(a—_l)...l .1

by i = O

Neka je a > 0 realan broj. Tada postoji @’ € N tako da je a < @’. Dalje imamo:

n¢ nd
0< Iim — < lim — =0.
n—+oo Pt T p—rtoo p

Iz teorema u uklijesStenju imamo da je



5.2

5.2 Vremenska kompleksnost i klasa P 165

.
n® € o(b").

Definicija 5.3 — Asimptotski jednake funkcije. Neka f,g: N — R*.
Ako f(n) € O(g(n)) i g(n) € O(f(n)), tada kaZemo da su f(n) i g(n)
asimptotski jednake, te piSemo f(n) € ®(g(n))ig(n) € O(f(n))ili f(n) =
O(g(n)) ig(n) = O(f(n)).
Slijedeci primjer ilustruje zaSto nije bitna baza logaritma (sve dok je veca
od 1) kada analiziramo asimptotsku kompleksnost.
= Primjer 5.5 Neka su a,b > 1. Tada je log,(n) € ®(logp(n)).

Dokazimo ovu tvrdnju.

Prvo dokazimo da je log,(n) € O(logp(n)), tj. da vazi

log,(n) < c-logy(n), zaneko c i za svako n > ny.

Koriste¢i formulu za pretvaranje iz jedne baze u drugu: log,(n) = %,
prethodna nejednakost je ekvivalentna sa:
log,(n)
[ <c- .
5 = g )

Ako uzmemo da je ¢ = log,(b) dobijamo da je prethodna nejednakost ta¢na
za sve n, pa je 1 prva nejednakost tacna.

Dokaz da log,(n) € O(log,(n)) ide analogno.
Iz1log,(n) € O(logp(n))ilogy(n) € O(log,(n)) dobijamo log,(n) € O(logy(n)).

Vremenska kompleksnost i klasa P

Kao $to smo ve¢ napisali, u ovom poglavlju nas interesuje koji se problemi
mogu rijesiti brzo. Za to moramo uvesti pojam vremena koje algoritam potrosi
rjeSavajuci neki problem.

Kako definisati vrijeme? Vrijeme ¢emo definisati kao broj koraka Turingove
masine.
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Definicija 5.4 — Vrijeme izvrsavanja odlu€ivac¢a. Neka je D odludi-
va¢it: N — N. Za D kazemo da je #(n) vremenska Turingova masina
(odlucivac), ako za svaki ulazni string duZine n, D zavrSava sa radom u
najvise ¢(n) koraka.

Za D kazemo da je O(t(n)) vremenska Turingova magSina (odlu¢ivac),

ako za svaki ulazni string duZine n, D zavrSava sa radom u O(t(n)) koraka.

U prethodnoj definiciji, umjesto ¢ : N — N smo mogli uzetiit: N — R,

Ako je D O(t(n)) vremenska Turingova masina, tada postoji ¢ > 0ing € N
tako da za svaki ulazni string duZine n, pri Cemu je n > ng, D zavrSava sa
radom u najvise c¢-#(n) koraka.

= Primjer 5.6 Neka je A = {0 | ® = of, w € £*} skup svih palindroma.
Konstruisaéemo algoritam koji odlucuje A (algoritam 5.1).

Algoritam 5.1 Odlucivac za skup svih palindroma.

1:
2
3
4.
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:

procedure D(w)
while true do

a < simbol na trenutnoj poziciji glave;

upisi x;

pomjeraj glavu na drugi kraj stringa, dok ne dodes do x ili _;

if glava pomjerena za tacno jedno mjesto then
return (accept);

pomjeri glavu jedno mjesto unazad;

b + simbol na koji glava pokazuje;

if a # b then
return (reject);

upisi x;

pomjeri glavu jedno mjesto unazad;

Analizirajmo vrijeme izvrSavanja algoritma 5.1. Imamo:

e u prvom prolazu: Cita a (1), upisuje x (1), ide na drugi kraj stringa
(pomjeranje glave, Citanje simbola, uporedivanje sa x i _: 4(n— 1)),
vraca se jedno mjesto nazad (1), Sto je ukupno 4n — 1;

e u slijede¢em prolazu string je kraci za dva simbola, pa ima 4(n —2) — 1
operacija;

e itd;
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e ukupno: 4(n+ (n—2)+..+1/2)— 4] ~4n-5 -5 (5+1) -5 ¢
0(n?).

Znadi, D je O(n?) vremenska Turingova magina. .

U prethodnim primjeru smo operacije ¢itanja, pisanja, pomjeranja glave
brojali kao 1, tj. kao elementarne operacije. Kompjutacijski model definise
koje su operacije elementarne, Sto opet uti¢e na procjenu vremena Turingove
masine.

U slijede¢em primjeru ¢emo uzeti isti jezik, ali drugaciji algoritam i neke
druge operacije ¢emo uzeti kao elementarne.

= Primjer 5.7 Neka je A = {® | ® = o, ® € £*} skup svih palindroma.
Konstruisaéemo jos$ jedan algoritam koji odlucuje A (algoritam 5.2).

Algoritam 5.2 JoS jedan odlucivac za skup svih palindroma.

procedure D(w)
n<+ |

1:

2 ;
3 w[i] « (i+1)-i simbol od @ (i =0,...,n— 1);
4: fori=0,....n—1do

5 if o[i]! = w[n— 1 —i] then

6 return (reject);

7 return (accept);

Analizirajmo broj kraka po linijama koda:
(a) linija 2: 1 ili n koraka, zavisno od toga kako mjerimo duZinu stringa;
(b) linija 3: 1 ili n koraka, zavisno od implementacije;
(c) linija 4: n iteracija i svaka iteracija ima po najviSe 2 koraka.
Jednostavnom analizom dobijemo da je vrijeme izvrSavanja ovog algo-
ritma jednako O(n). .

Iz prethodna dva primjera vidimo da za isti problem imamo algoritme sa
razli¢itom kompleksnoscu. Na kompleksnost utice i §ta podrazumijevamo pod
elementarnom operacijom. U primjeru 5.6, da bi pristupili simbolu stringa,
pomjerali smo glavu do tog simbola, $to mozZe zahtijevati O(n) operacija. U
primjeru 5.7 smo simbolu pristupali direktno sa ®(i], §to je zahtijevalo jednu
operaciju.

Cak i kada imamo isti algoritam i iste elementarne operacije, razli¢itim
analizama moZemo dobiti razlicite procjene kompleksnosti. Ako analizom
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dobijemo da se algoritam izvrSava u vremenu O(nz), nekom kvalitetnijom
analizom moZemo dobiti da se algoritam izvrSava u vremenu O(n).

Zadatak 5.1 — Za samostalan rad. Petlju u algoritmu 5.2 optimiziraj
tako da i ne ide don — 1. ]

i) Ako se maSina D izvrSava u vremenu ¢(n), tada duZina ulaznog stringa ne moze
biti veca od #(n). Naime, ulazni string @ masina D mora da ucita i pri tome Ce
obaviti O(n) operacija (n = |®|). PoSto D izvrSava najviSe ¢(n) operacija, to je
t(n) >n=|0|.
1z istog razloga duZina stringa na traci, u bilo kojem trenutku, ne moZe biti veca
od t(n).

Slijedece dvije tvrdnje govore kako vise traka ili nedeterminizam utice na
vrijeme izvrSavanja.

Tvrdnja 5.4 Neka je 7 : N — N i t(n) > n. Za svaku #(n) vremensku
Turingovu masinu sa viSe traka, postoji ekvivalentna O(¢(n)?) Turingova
masina sa jednom trakom.

Dokaz. Dokaz je sli¢an dokazu tvrdnje 4.2.

Posmatrajmo Turingovu maSinu M sa viSe traka (slika 4.7a). Za svaki
simbol svakog stringa masina mora obaviti barem jednu operaciju upisa. Posto
je ukupan broj operacija od M jednak #(n), duZina ulaznog stringa, a i ukupna
duZina stringova na svim trakama u bilo kojem trenutku ne moze prelaziti
t(n).

Konstrukcija ekvivalentne Turingove masSine sa jednom trakom je obja-
Snjena u sekciji 4.3.2, pa je sami objasnite na ovom mjestu.

Neka je M’ ekvivalentna Turingova masina sa jednom trakom (slika 4.7a).
Iz prethodnog imamo da duzina trake ni u jednom trenutku nije veca od
O(t(n)).

Za svaku operaciju od M, masina M’, u najgorem slucaju, mora obiéi
cijelu traku odreden broj puta i da napravi odredeni broj upisa, tj. da obavi
najviSe O(¢(n)) operacija. PoSto M izvrSava #(n) operacija, to M’ izvrSava
O(t(n)?) operacija, §to je i trebalo dokazati. |

Kod "obi¢ne", nedeterministi¢ke Turingove masine, vrijeme izvrSavanja
smo definisali kao broj koraka. Kod nedeterministi¢ke Turingove maSine
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vrijeme izvrSavanja se definiSe na drugaciji nacin. Razlog je $to u ovom
slu€aju imamo paralelno racunanje, tj. viSe operacija se izvr$ava istovremeno.

Definicija 5.5 — Vrijeme izvrsavanja nedeterministickog odlucivaca.
Neka je D nedeterministi¢ki odluciva€. Vrijeme izvrSavanje od D je pre-
slikavanje 7 : N — N, pri ¢emu je 7(n) najveci broj koraka koje koristi bilo
koja grana kompjutacije, za bilo koji ulazni string duZine n.

Slika 5.1 opisuje prethodnu definiciju. Uodite da je #(n) visina stabla

kompjutacije nedeterministicke Turingove masSine.

deterministicka nedeterministicka
Turingova masina Turingova masina

Slika 5.1: Vrijeme izvrSavanje deterministicke i nedeterministi¢ke Turingove maSine.

Jednostavno se dokaze da binarno stablo dubine/visine k£ ima najviSe
2k+1 _ 1 &vorova (dokazati za samostalan rad).

Tvrdnja 5.5 Neka jet: N — Ni#(n) > n vrijeme izvrSavanja nedetermini-
stickog odlucivaca. Tada postoji ekvivalentan deterministicki odlucivac sa
jednom trakom c¢ije je vrijeme izvrSavanja 20U

Dokaz. Dokaz je slican dokazu tvrdnje 4.4.

Za samostalan rad, na ovom mjestu objasnite kako NTM transformisemo
u ekvivalentnu TM.

Binarno stablo visine k ima najvie 28t — 1 &vorova. Sta ako stablo
kompjutacije nedeterministickog odlucivaca M nije binarno? Nebinarno stablo
se moZe na jednostavan nacin prikazati pomocu binarnog (slika 5.2). Na ovaj
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nacin se visina stabla postaje najvise c-¢(n), pri ¢emu je ¢ najveci stepen ¢vora
u stablu kompjutacije od M.

(a) (b)

Slika 5.2: (a) Cvor sa k djece (k > 3). (b) Dodavanjem novih ¢vorova, dobijamo da
svaki ¢vor ima ta¢no dvoje djece. Visina stabla se povecava za najvise k — 2.

Novo binarno stablo ima najvise 2¢1()+1 — 1 = 20((") &vorova. Simu-
lacijom prikazanom u dokazu tvrdnje 4.4 obilazimo sve ove Cvorove, §to daje
200()) operacija. [

Iz primjera 5.6 1 5.7 vidimo da za jedan problem moZe postojati vise
algoritama, sa razli¢itim vremenom izvrSavanja.

Definicija 5.6 — TIME(t(n)).
TIME (t(n)) = {A | A je jezik odlu¢iv u vremenu ¢(n)}.

Znati, A € TIME(t(n)) akko postoji odluciva¢ koji prepoznaje A i izvrSava
se u njaviSe #(n) koraka.

Kako neki algoritam opisati kao "brzi algoritam™? Brzina algoritma
zavisi i od prirode problema. Za neke probleme je jednostavno naci brzi
algoritam, dok za neke probleme nije to slucaj. Algoritmi tipa brute force nas
ne interesuju, ¢ak ni ako brzo rjesavaju neke probleme, jer njihova konstruk-
cija ne zahtijeva znacajniju kreativnost. Mogli bi reci da je algoritam brz,
ako je inteligentno konstruisan. Opet se postavlja pitanje Sta je inteligentno
konstruisan algoritam?

Jedan od mogucih kriterija da kaZzemo da je neki algoritam brz (inteligentno
konstruisan) je da se izvrSava u polinomnom vremenu.

I Definicija 5.7 — Klasa P. Klasa P je klasa jezika odlucivih u polinomnom
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vremenu, tj.

~+oo
P=|JTIME(n").
k=0

Primjer 5.6 daje jedan primjer jezika iz P.

u Primjer 5.8 Neka je SPANNINGTREE = {(G,k) | G je teZinski graf koji ima
pokrivajuce stablo tezine < k}. Konstrui§imo polinomni odluciva¢ koji pre-
poznaje SPANNINGTREE, tj dokazaéemo da SPANNINGTREE € P.

Koristicemo Primov algoritam (algoritam 5.3).

Algoritam 5.3 Primov algoritam.

Input: Povezan graf G i pocetni ¢vor v.
Output: Prim pokrivajuce stablo 7" od G.
1: procedure PRIM(G,v)

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:

16:

A A

V(T) < {v}; > Inicijalizacija.
E(T) <+ @;
RG(T)«+ T ; > Rubne grane.
p(v) < null; > Pocetni ¢vor nema roditelja.
I(v) + 0; > Oznaka ¢vora. Redni br. obrade.
i+~ 1;
while V(T) #V(G) do

update RG(T);

e = {u,w} + grana iz RG(T) sa najmanjom teZinom;;
w <— Cvor grane e koji nije u T';

T+ T+e+w; > Dodajemo granu e i ¢vor w u stablo 7.
I(w) «1i;
p(w) < u; > Prethodnik/roditelj ¢vora w je ¢vor u.
++1i

return (7);

Neka je n = |V(G)| broj ¢vorova u grafu G. U svakoj iteraciji dodajemo

po jedan ¢vor, pa imamo O(n) iteracija. U svako iteraciji istraZzujemo skup
rubnih grana, za §to nam treba O(m) vremena (m = |E(G)|). Znaci, ukupna
kompleksnost Primovog algoritma je O(mn), pa SPANNINGTREE € P. u

Ako smo procjenom dobili da je algoritam iz 0(n3), drugom boljom procje-

nom mozemo dobiti da je isti algoritam iz O(n?). To vaZi i za SPANNINGTREE.
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Procjena kompleksnosti algoritma ovisi i od memorijskih struktura koje kori-
stimo za implementaciju. Da li koristimo matrice, liste, mape ili neke druge
strukture utice i na kompleksnost algoritma. Medutim, ovi detalji nam nisu
bitni. Nas interesuje samo da li se neki problem moZe rijesti u polinomnom
vremenu.

Tvrdnja 5.4 govori da nam za polinomnost problema, tj. za pripadnost
klasi P, nije bitan broj traka Turingove masSine koja rjeSava dati problem. Ako
se algoritam izvrSava u polinomnom vremenu na Turingovoj masini sa vise
traka, tada Ce se izvrSavati u polinomnom vremenu na Turingovoj masini sa
jednom trakom. Situacija je bitno drugacija ako je u pitanju nedeterministicka
Turingova maSina. Ako se se problem moZe rijeSiti u polinomnom vremenu
pomocu nedeterministicke Turingove masine, tada ne znamo ni$ta o tome da li
se moZze rijesiti u polinomnom vremenu pomocu "obicne" Turingove masine.

Polinomna redukcija

Da bi uveli pojam (polinomne) redukcije, prvo trebamo uvesti pojam izracu-
nljive funkcije. Preslikavanje f je izracunljivo ako se svaka vrijednost f(x)
moze izraCunati u kona¢no mnogo koraka.

Definicija 5.8 — Izracunljivo preslikavanje. Za preslikavanje f:X*—X*
kazemo da je izracunljivo ako postoji Turingova masina koja za svaki ulaz
o se zaustavlja samo sa f(®) na traci.

Neka su A i B problemi. Sta znaci da smo problem A reducirali ili sveli
na problem B? Sa redukcijom jednog problema na drugi se susreéete skoro
uvijek kada rjesavate neki problem.

= Primjer 5.9 RijeSimo sistem jednacina:

xX+y=2 y=2—x y=2—x y=2—x
xy=1 xy=1 x-(2—x)=1 X —2x+1=0.
Problem A (rjeSavanje sistema) smo postupkom f (algebarske transforma-
cije) sveli na problem B (rjeSavanje kvadratne jednacCine). .

Sada formalno definiSemo redukciju problema A na problem B (slika 5.3).
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Definicija 5.9 — Redukcija jezika. Za preslikavanje f : £* — ¥* kaZzemo
da je redukcija jezika A na jezik B ako vaZi:

flw)eB < weANVoecX".
Kazemo da je jezik A reducibilan na jezik B.

» Primjer 5.10 Posmatrajmo ponovo primjer 5.9. Sa A moZemo oznaciti
generalni problem rjeSavanja sistema jednacina, od koja je jedna jednacina
linearna, a druga kvadratna. Sa B oznaCavamo problem rjesavanja kvadratne
jednacine.

Preslikavanje f nam predstavlja niz algebarskih transformacija nad pocet-
nim sistemom jednacina. U datom primjeru, @ i f(®) su konkretne instance
problema, tj. @ = "x+y=2Axy=1",te f(®) ="x> —2x+1=0". .

Posto nas interesuje polinomno vrijeme izvrSavanja, prethodne definicije
¢emo obogatiti.

Definicija 5.10 — Polinomno izracunljivo preslikavanje. Za preslika-
vanje f : X* — X* kaZzemo da je polinomno izracunljivo ako postoji poli-
nomno vremenska Turingova masina koja za svaki ulaz @ se zaustavlja
samo sa f(®) na traci.

Definicija 5.11 — Polinomna redukcija jezika. Za polinomno izracun-
ljivo preslikavanje f : ¥* — X* kaZemo da je polinomna redukcija jezika
A na jezik B ako vazi:

flw)eB < wecANVoecX".
Kazemo da je jezik A polinomno reducibilan na jezik B i piSemo A <p B.

Slijedeca tvrdnja objaSnjava zaSto koristimo oznaku <p. Intuitivno, ako
problem B moZemo brzo (polinomno) rijesiti i A mozemo brzo (polinomno)
svesti na B (slika 5.3), tada i problem A moZemo brzo rijesiti. Znaci, iz brzog
rjeSenja problema B, dobijamo brzo rjeSenja problema A. Zaklju¢ujemo da
problem A nije tezi od problema B, tj. A <p B.

Tvrdnja 5.6 Neka su A i B jezici. Tada vazi:

BePNA<pB — AcP.
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Slika 5.3: Redukcija problema A na problem B.

Dokaz. Neka je f polinomna redukcija sa A na B 1 D, polinomni odluc¢ivac
za B. Algoritam 5.4 daje pseudokod za D; - polinomni odlucivac za A.

Algoritam 5.4

1: procedure D{(w)
2: return (D;(f(®)));

Posto je D, polinomni odlucivac i f polinomno izracunljiva funkcija, to
se linija 2 izvrSava u polinomnom vremenu (jer je kompozicija dva polinoma
polinom).

Vazi:

e Di(w) = accept —

e Dy(f(w)) =accept <= (jer je D, odlucivac za B)

e f(w) € B <= (naosnovu definicije redukcije)

e WcEA.
Znaci, D; je polinomni odluc¢ivac koji prepoznaje A, pa A € P, §to je i
trebalo dokazati. [

Problemi zadovoljivosti logickih formula

Prije nego nastavimo sa teorijom kompleksnosti, napravi¢emo malu digresiju
da se upoznamo sa kompjutacijskim problemima iz matematicke logike. Ovi
su problemi veoma znacajni u teoriji NP-teSkih problema.

Slijedeca definicija nam daje pojam logicke formule. Posto se sve logicke
operacije mogu prikazati pomocu konjukcije (A), disjunkcije (V) i negacije
(=il G), mi ¢emo se ograniCiti na ove tri operacije.
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Redoslijed prioriteta je: zagrada, negacija, konjukcija, disjunkcija.
Definicija 5.12 — Logi¢ka varijabla, izraz (formula), literal. Za va-
rijablu x; kazemo da je logicka varijabla ako moze primiti samo dvije
vrijednost: facno 1 netacno. Ove vrijednosti se joS oznacavajusa 110.

Za R kazemo da je logicki izraz ili logicka formula ako je jednak jednom
od slijedecih izraza:

(a) logickoj varijabli;

(b) Ry ARy;

(¢) R1VRy;

(d) Ry,
pri ¢emu su R; i R, logicki izrazi.

Logicki izraz koji je jednak jednoj varijabli ili negaciji logi¢ke varijable
se naziva literal.

» Primjer 5.11 Posmatrajmo logicku formulu

O (x1,x2,%3) = ¢ = (X1 Ax2V —x3) A—x1 Varp = (X1 Axp VX3) AXT VX2,

Ova formula ima tri varijable: x, x>, x3; te pet literala: xy,xp,x3,x7,x2.
Vazi:

0(0,1,0) = (0ATVO)AOVI=0VIAIVI=TAIVI=0A1VI=0VI=1.

Mogli smo puno brze uociti da je ¢(0,1,0) = 1 - kako?
Znaci, postoje vrijednosti logickih varijabli formule ¢, tako da je ¢ = 1.
U tom slucaju kazemo da je ¢ zadovoljiva logicka formula. .

Definicija 5.13 — Zadovoljiva logicka formula. Neka je ¢ (xy,...,x;,)
logicka formula. KaZzemo da je ¢ zadovoljiva logicka formula ako postoje
vrijednosti logi¢kih varijabli x/, ...,x], € {0, 1} tako da je

O(x),....x,) =1.
Ako ovakve vrijednosti ne postoje, kazemo da je formula nezadovoljiva.
Uvedimo novi jezik, tj. novi problem:
SAT = {(9) | ¢ je zadovoljiva logi¢ka formula}.

SAT je skracenica od satisfiability.
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= Primjer 5.12 Formula ¢ iz primjera 5.11 je zadovoljiva logicka formula.
Formula ¢, = x| A X7 nije zadovoljiva. Znadi, (¢) € SAT i (¢,) ¢ SAT. =

Svaka logicka formula se moZe prikazati u jednostavnijem obliku.

Definicija 5.14 — Konjuktivha normalna forma. Nekaje ¢ =C{ ACy A
... \Cpy, pri ¢emu je C; disjunkcija literala. Tada kaZzemo da je ¢ prikazana
u konjuktivnoj normalnoj formi ili da je cnf logicka formula. 1zraz C; se
naziva klauzula.

Definicija 5.15 — 3-konjuktivha normalna forma. Neka je ¢ = C; A
Cy A ... \NCy, pri cemu je C; disjunkcija tacno tri literala. Tada kazemo
da je ¢ prikazana u 3-konjuktivnoj normalnoj formi ili da je 3-cnf logicka
Jormula. 1zraz C; se naziva klauzula.

Slijedecu tvrdnju ne¢emo dokazivati.

Tvrdnja 5.7 Svaka logicka formula ima odgovarajucu 3-konjuktivnu nor-
malnu formu.

Uvedimo joS nekoliko problema:

CNFSAT = {(¢) | ¢ je zadovoljiva cnf logicka formula};

3SAT = 3CNFSAT = {(¢) | ¢ je zadovoljiva 3-cnf logicka formula}.

= Primjer 5.13 Posmatrajmo 3-cnf logicku formulu:
o= ()C1 \/x_z\/X3) AN ()CQ \/)C_4V)C_5) A (x1 V X3 \/)C5).

Ova formula ima tri klauzule, pet varijabli i devet literala. Da bi ¢ bila
zadovoljiva svaka od klauzula mora biti tacna. Ova je formula zadovoljiva, jer
npr. imamo:

O(1,1,x3,x4,x5) = (1VIVX3)A(1VIZVX)A(1VX3Vas) = TATAT=1.

Znadi, (¢) € 3SAT. .

Na prvi pogled, da li logicka formula pripada 3SAT (ili CNFSAT) je
jednostavan problem — samo trebamo naci vrijednosti logickih varijabli tako
da je svaka klauzula tacna. Medutim, nije tako, kao $to ¢emo vidjeti kasnije.

Navedimo neka pravila za logicke izraze, koja ¢emo koristiti kasnije:
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L. xV(yAz)=(xVy)A(xVz);
2. xA(yVz)=(xAy)V(xAz);
3. xVy=XAY;
4. xAy=xV}y.

Zadatak 5.2 — Za samostalan rad. Definisi 2-cnf logicku formulu i
2SAT. Dati polinomni algoritam koji rjeSava problem 2SAT, tj. dokazati da
2SAT € P. 0

5.5 Klasa NP

U ovoj skeciji posmatramo klasu jezika odlucivih u polinomnom vremenu
pomocu nedeterministicke Turingove masine.
Sli¢no TIME (t(n)) uvodimo klasu NTIME (t(n)).

Definicija 5.16 — NTIME(K(n)). NTIME (t(n)) = {A | A je jezik odluéiv u
vremenu #(n) pomocu nedeterministickog odlucivaca}.

Definicija 5.17 — Klasa NP. Klasa NP je klasa jezika odlucivih u poli-
nomnom vremenu pomocu nedeterministickog odlucivaca, tj.

~+o0
NP = | JNTIME(n").
k=0

Skraéenica NP dolazi od nondeterministic polynomial.

Ocigledno je P C NP (slika 5.4). Dalije P~ NP ilije P = NP je jos uvijek
nerijeSen problem. Ovo je jedan od najpoznatijih problema u kompjuterskoj
nauci. Vecina naucnika vjeruje da je P # NP

Sk

Slika 5.4: P C NP.



168 Poglavlje 5. NP-teski problemi

= Primjer 5.14 Dokazimo da je (SAT) € NP. Dovoljno je konstruisati nede-
terministicku Turingovu masinu koja odlucuje SAT u polinomnom vremenu
(algoritam 5.5 1 slika 5.5).

Algoritam 5.5 Nedeterministi¢ki polinomni odlucivac za SAT.
procedure SAT(Q,xq,...,x,)

fori=1;i <m; H——l—do
(nedeterministicki) granaj na dva slucaja: x; =01ix; = 1;

1:
2:
3
4 (za ovu granu kompjutacije) return ¢ (xi, ..., x,)
5: if neka grana kompjutacije vraéa accept then

6 return (accept);
7 else
8 return (reject);

Slika 5.5: Nedeterministicka Turingova masina za SAT .

Posto u svakom koraku ispitujemo po jednu varijablu x; i poSto imamo
n varijabli, dubina stabla kompjutacije je jednaka n, pa se nedeterministicka
Turingova masina izvrSava u vremenu O(n). Dobijamo (SAT) € NP. .

U prethodnom primjeru, "(nedeterministicki) granaj na dva slucaja: x; =0
1x; = 1" znaCi da se NTM grana na dvije maSine, pri cemu jedna uzima x; = 0,
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adruga x; = 1.

i) Dali (SAT) € P, tj. dali se SAT moZe rijeSiti u polinomnom vremenu pomocu
"obi¢ne" Turingove masine je joS uvijek nerijeSen problem. Naucnici ne znaju da
li se moZe ili ne moZe rijesiti, ali vecina vjeruje da ne moZe.

U vecini slucajeva, ideja koja stoji iza nedeterministic¢ke Turingove masine
je brute force pristup. Prema tome, u vecini sluCajeva, nije teSko dokazati da
je problem iz NP, ako to zaista i jeste. Postoji jo$ jednostavniji nacin da se
dokaZe da je problem iz NP, a to je pomocu polinomnih verifikatora.

Definicija 5.18 — Verifikator. Verifikator za jezik A je odlucivac V za koji
vazi:

A={o|V(w,c) = accept za neki string c}.
Ako se V izvr§ava u polinomnom vremenu u odnosu na |@|, nazivamo ga

polinomni verifikator i za A kazemo da je polinomno verifikabilan.
String ¢ se naziva certifikat ili dokaz.

Neka je
CLIQUE = {(G,k) | G je graf sa klikom veli¢ine k}.

Klika veli¢ine k je podgraf K od G sa k ¢vorova, tako da je svaki ¢vor od
K povezan sa svim ostalim ¢vorovima od K.

» Primjer 5.15 Odredimo polinomni verifikator za CLIQUE.

Sta bi bio string ¢? To bi bila neka struktura koja bi nas ubijedila da (G, k) €
CLIQUE, tj da graf G ima kliku veliCine k. Jedan od mogudéih kandidata za
certifikat ¢ je 1 sama klika od G veliCine k.

Znaci, neka je c klika od G veli¢ine K. Konstrui§imo odluciva¢ V (algori-
tam 5.6).

Procedura V vraca accept akko je c klika od G reda k, tj. akko (G,k) €
CLIQUE, pa vazi:

CLIQUE ={(G,k) | V(G,k,c) = accept},

Sto znaci da je V verifikator od CLIQUE.

Dokazimo da je V polinomni verifikator. Algoritam V ima dvije petlje:
jedna sa k iteracija, adrugasa (k— 1)+ (k—2)+...4+2+1= @ c 0(k?),
pa je V polinomni verifikator. n
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Algoritam 5.6 Polinomni verifikator za CLIQUE.

procedure V(G,k,c)
n’ < broj ¢vorova od c;
if ' # k then
return (reject);

1:

2

3

4

5: vi < Cvoroviod ¢ (i = 1,...,k);
6 fori=1;i<k;i++do

7 if v; nije ¢vor od G then

8 return (reject);

9: fori=1;i<k;i++do

10: for j=i+1;j<k;j++do

11: if v; 1 v; nisu spojeni u G then
12: return (reject);

13: return (accept);

Problem koji odgovara jeziku CLIQUE je: "Da li dati graf G ima kliku
reda k"? RjeSenje ovog problema je konkretan primjer klike od G reda k.
Upravo to nam je bio certifikat. U vecini sluCajeva certifikat ¢e upravo biti
rjeSenje problema.

Teorema 5.1 Jezik je u NP akko ima polinomni verifikator.

Dokaz. (a) Pretpostavimo da je A € NP. Dokazimo da A ima polinomni
verifikator. Neka je M polinomni nedeterministicki odluciva¢ za A. Tada T,
stablo kompjutacije od M, ima polinomnu visinu. Ako 7 nije binarno stablo,
tada ga mozemo pretvoriti u binarno i visina ¢e ostati polinomna (vidi dokaz
tvrdnje 5.5 1 sliku 5.2).

Neka je @ € A. Tada je D(®) = accept i neka ¢ oznacava binarni put u
stablu kompjutacije od korijena stabla do prihvatnog stanja (slika 5.6). Sa
V oznac¢imo Turingovu masinu koja kao ulaz prima (@,c), te koriste¢i ¢
prolazi kroz stablo kompjutacije do prihvatnog stanja, tj. simulira rad M, ali
uzimajuéi samo one grane definisane putem c. PoSto stablo kompjutacije
ima polinomnu visinu, to je put kojim prolazi V polinomne duZzine, tj. V je
polinomni algoritam po |@|.

(b) Pretpostavimo da jezik A ima polinomni verifikator V, koji se izvrSava u
vremenu ¢(n) € O(n*). Posto duZina ulaznog stringa ne moZe biti veéa od



5.5 Klasa NP 171

Slika 5.6: Binarno stablo kompjutacije za nedeterministi¢ku Turingovu masinu sa
dva prihvatna stanja. Prvom prihvatnom stanju moZemo pridruZiti certifikat ¢; = 010,
a drugom ¢; = 10.

vremena izvrSavanja algoritma, duZina certifikata ne moZe biti veéa od #(n).

Dokazimo da A € NP. Sa M ozna¢imo nedeterministicku Turingovu
masinu koju éemo konstruisati (algoritam 5.7). MaSina M pocinje od praznog
stringa ¢, te u svakom koraku iteracije na kraj stringa ¢ nedeterministicki
dodaje O ili 1. Ako uspije naci string c, koji predstavlja certifikat, vraéa accept.
U suprotnom, vraca reject.

Algoritam 5.7
1: procedure M(w)
2 n<+ |ol;
3 C <4 &,
4 fori=1;i <t(n);i++ do
5: ¢ <+ ¢ + nedeterministicki 0 ili 1;
6 if V(w,c) == accept then
7 return accept;
8 return reject;

Posto je V polinomni verifikator za A 1 poSto duZina certifikata nije veca
od t(n), algoritam 5.7 Ce ispitati sve moguée certifikate ¢. Prema tome,
M(w) = accept <= postoji c tako da je V(w,c) = accept <= o € A, pa
M prepoznaje A.
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Dubina stabla kompjutacije maSine M je jednaka broju iteracija for petlje
i iznosi #(n). U svakom ¢&voru se izvrSava verifikator V, a njegovo vrijeme
izvrSavanja je f(n), pa je ukupno vrijeme izvrSavanja masine M jednako
t(n)? € 0(n**), pa A € NP, §to je i trebalo dokazati. [

U praksi, iz prethodne tvrdnje, imamo da se problem moZe rijesiti u poli-
nomnom vremenu pomoc¢u nedeterministicke Turingove masine akko moZemo
provjeriti rjeSenje u polinomnom vremenu pomocu "obicne", deterministicke
Turingove maSine.

Posto smo nasli polinomni certifikat (primjer 5.15), imamo CLIQUE € NP.

Cook-Levinova teorema

Postoji ogroman skup problema za niko nije uspio naci polinomni algoritam.
Medu tima problemima su: SAT, CNFSAT, 3SAT, CLIQUE, itd. Naucnici
su odlucili, ako ve¢ nemogu da ih rijeSe, da ih klasificiraju po tezini.

Kada ¢e problem A biti laksi od problema B. Taj odgovor smo dali ranije:
ako vazi A <p B, tj. ako se A u polinomnom vremenu moZe reducirati na B.
To bi znacilo da ako dobijemo brzi algoritam za B da odmah imamo i brzi
algoritam za A.

Da li postoji problem X na koji se mogu polinomno reducirati svi problemi
iz NP (slika 5.7a)? Tj. da li postoji problem iz slijedece definicije?

Definicija 5.19 — NP-tezak jezik. Neka je X jezik na koji se u polinom-
nom vremenu moZze reducirati svaki jezik iz NP. Tada za X kazemo da je
NP-tezak problem.

(a) (b)

/

X

Slika 5.7: (a) Jezik X je NP-tezak, ako se svaki jezik iz NP moZe polinomno reducirati
na X. (b) Jezik X je NP-kompletan ako je NP-teZak i ako pripada NP.
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Ako bi ovakav problem X postojao, tada bi vazilo A <p X, VA € NP, pa bi
X bio neka vrsta gornje granice za NP. Takode, egzistencija polinomnog algo-
ritma za X, bi znacilo da se svaki problem iz NP moZe rijesiti u polinomnom
vremenu.
Definicija 5.20 — NP-kompletan jezik. Za jezik X kazemo da je NP-
kompletan, ako:
(a) X je NP-tezak;
(b) X € NP.

Skracenica za NP-kompletan je NPC (NP-complete). Opet, postavlja
se pitanje egzistencije ovakvog jezika. Odgovor na to daje Cook-Levinova
teorema.

Teorema 5.2 — Cook-Levin. SAT je NP-kompletan problem.

Prije nego dokazemo Cook-Levinovu teorema, dokazimo NP-kompletnost
jednog drugog problema - problema poplocavanja.

Slika 5.8: Problem poplocavanja.

Uzmimo da imamo dio ravni ogranicen sa dvije okomite prave, nazovimo
ga kvadrant 1 posmatrajmo mreZu sa cjelobrojnim koordinatama (slika 5.8).
Dato nam je kona¢no mnogo vrsta plocica (skup 7)), a svaka vrsta ima be-
skona¢no mnogo primjeraka. Tacno odredena pocCica se mora postaviti u
pocetno polje (plocica 7). Samo odredeni parovi plo€ica se mogu dodirivati
horizontalno (parovi iz skupa H) i samo odredeni parovi ploCica se mogu
dodirivati vertikalno (parovi iz skupa V). Problem se sastoji u odredivanju
poplocavanja tako da su navedeni uslovi zadovoljeni.

U nastavku dajemo formalnu definiciju problema.
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Definicija 5.21 — Problem poplocavanja. Sistem poplocavanja je ure-
dena Cetvorka T = (T,19,H,V), pri ¢emu je T konacan skup, 1y € T,
H,V C T xT. Poplocavanje sa ¥ je preslikavanje f : Ng x Ng — T
tako da vazi:

(@) £(0,0) =1o;

(b) (f(m,n),f(m,n+1)) € H,Vm,n € No;

(©) (f(m,n),f(m+1,n)) €V,Vm,n € Ny.
Problem poplocavanja je problem odredivanja preslikavanja f za dato L.

Problem ogranic¢enog poplocavanja je poplo¢avanje ograni¢enog kvadrata,
umjesto kvadranta. Umjesto specificiranja samo prve plocice (fp) u ograni¢enom
problemu specificiramo cijelu prvu vrstu.

Definicija 5.22 — Problem ograni¢enog poplo¢avanja. Sistem ogra-
ni¢enog poplocavanja je uredena Cetvorka T = (T, fo,H,V ), pri Cemu je T
konacan skup, fp:{0,1,....s— 1} = T,s e N, H,V C T x T. Poplotavanje
sa T je preslikavanje f: Ny x Ng — T tako da vazi:

(@) f(()?m) = fO(m)7 Vim <s;

®) (f(m,n),f(mn+1)) € HVm < s,n<s—1;

(©) (f(m,n),f(m+1,n)) €eV,Vm<s—1,n<s.
Problem ograni¢enog poplocCavanja je problem odredivanja preslikavanja f
za dato .

I Tvrdnja 5.8 Problem ogranic¢enog poplocavanja je NP-kompletan.

Dokaz. Problem je oCigledno u NP. Certifikat je konkretno rijeSenje: poploca-
vanje svih s? kvadrata.

Dokazimo da se svaki jezik iz NP moZe pomocdu polinomne redukcije
svesti na problem ograni¢enog poplocavanja.

Neka je M nedeterministicka polinomna Turingova maSina sa viemenom
izvrSavanja p(k). Uzmimo x = ajay...ar € L(M), n =2p(k)+ 1 i go pocetno
stanje automata M.

Svaka vrsta simulira racunanje masine M kako je opisano na slici 5.9. Po
vertikali, ploCice se slazu samo ako dijelovi koji se dodiruju imaju identi¢ne
simbole. Za ovako definisano poplocavanje imamo da M(x) = accept akko
postoji ograni¢eno poplocavanje.

Data redukcija je oCigledno polinomna. Znaci, svaki problem iz NP se
moze reducirati na problem poplocavanja.

Iz svega imamo da je problem poplo¢avanja NP-kompletan problem. W
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(a)
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Slika 5.9: Poplocavanje pridruZzeno nedeterministickoj Turingovoj masini. (a)
Ukupno n = 2p(k) + 1 plo¢ica. Niz pocinje sa p(k) ploica sa praznim mjestom,
a nastavlja sa p(k) + 1 plocica koje sadrze: qoay,az,...,dx, ,-..,... (b) Primjer ho-
rizontalnog poplocavanja za (¢’,b,R) € 6(q,a). (c) Horizontalno poplocavanje za
(¢',b,L) € 8(q,a). (d) Poploavanje za dio trake koji se ne mijenja.

i Poplocavanje opisano u dokazu prethodne teoreme se naziva Wangovo poploca-
vanje, po matematicaru Hao Wangu.

Dokaz Cook-Levinove teoreme. Dacemo polinomnu redukciju sa problema
ograni¢enog poploCavanja na SAT problem. SAT je oCigledno u NP, jer
ima polinomni certifikat. Kao u skoro svim slulajevima, certifikat moZe
biti konkretno rjesenje: pridruZivanje vrijednosti logickim varijablama koji
produciraju taénu formulu. U ispravnost certifikata se moZemo uvjeriti u
polinomnom vremenu jednostavnim uvrsStavanjem u logi¢ku formulu.

Neka je dato: skup vrsta ploCica T, broj n, prva vrsta poplocavanja tq, ..., t,.
Uvodimo logicke varijable x;, za k,l € {1,...,n} it € T. Imacemo x; ;, = 1
akko se plocica r nalazi na poziciji (k, ). Logicku formulu & ¢emo konstruisati
na slijedeci nacin:

D =P APy NP3 A Dy.

Formulu & formiramo iz prve vrste t1, ..., 1,:

n
P, = /\ Xie, 1,1y -
k=1
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Iz uslova da na svakoj poziciji mora biti jedna plo¢ica imamo:
n n
(I)z = /\ /\ /\ ()CkJJ /\ka,z’)-
k=11=11t#t'
Plocice susjedne po horizontali se moraju slagati:

n—1 n

D3 = A\ AV Ckrs Axgesn) 1)

k=11=1 1t
Za vertikalno slaganje imamo:

n n—l1

P, = /\ /\ \/(xk,l,t/\xk,(l—i—l),z’)-

Vazi: ® je zadovoljiva formula akko postoji ograni¢eno poplocavanje.

Veli¢ina formule @ je polinomna po 7, pa smo izvrSili polinomnu reduk-
ciju.

Iz svega imamo da je SAT NP-kompletan problem. [

5.7 Osobine i primjeri NP-kompletnih problema

Koriste¢i Cook-Levinovu teoremu i slijedecu tvrdnju, moZemo dokazati NP-
kompletnost za niz problema.

Tvrdnja 5.9 Neka je A NP-tezak problem i A <p B. Tada je B NP-tezak
problem.

Dokaz. Neka je f: X* — ¥* polinomna redukcija sa A na B. Tada za svaki
string @' vazi:

0 €A — f(0')€B. (5.3)

Neka je X proizvoljan jezik iz NP (slika 5.10). Posto je A NP-tezak,
postoji polinomna redukcija f; sa X na A, pa vaZzi:

weX — fi(w)€A. (5.4)



5.7 Osobine i primjeri NP-kompletnih problema 177

NP

Slika 5.10: Ako se A moZe reducirati na B i proizvoljno X € NP mozZe reducirati na
A, tada se X moze reducirati na B kompozicijom redukcija.

Iz 5.3 1 5.4, stavljajué¢i @’ = f1(®), za proizvoljan string ® imamo:
weX < f(fi(w))€B.

Znaci, f o fi je redukcija sa X na B. Posto su f'1 f] polinomno izracunljive
funkcije, to je i njihova kompozicija f o f] polinomno izraunljiva.

Dobijamo da postoji polinomna redukcija sa proizvoljnog jezika iz NP na
jezik B, pa je B NP-tezak problem. |

Prethodna tvrdnja nam omogucava da dokazemo slijedecu tvrdnju.

I Tvrdnja 5.10 CNFSAT je NP-kompletan problem.

Dokaz. Dokazimo prvo da je CNFSAT NP-tezak problem. Konstrui§imo poli-
nomnu redukcija sa SAT. Preciznije, svakoj logi¢koj formuli ¢ pridruZicemo
cnf logi¢ku formulu ¢’ tako da vazi (¢) € SAT <= (¢’) € CNFSAT.
Koristi¢emo matematicku indukciju po duZini logicke formule ¢. Pod
"duzinom" od ¢ podrazumijevamo ukupan broj literala i logickih operatora u

.
Neka je ¢ = x|, pri ¢emu je x| literal. Izraz ¢ je ve¢ u cnf obliku, pri Cemu
ima tacno jednu klauzulu.

Pretpostavimo da tvrdnja vazi za sve logicke formule duZine manje ili jednako
k.
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Dokazimo da tvrdnja vazi i za logicke formule duZine k+ 1. Imamo da je
=0 Npilig=0Voiid=0¢ A ili ¢ =@V ¢. Iz induktivne
prepostavke, logickim formulama ¢; i ¢, moZemo pridruZziti cnf logicke
formule: ¢{ =A; A...ANAs1¢) =B A...AB; tako da (¢;) € SAT < (¢]) €

CNFSAT (i = 1,2). MoZemo uzeti da logi¢ke formule ¢| i ¢; imaju razli¢ite
varijable (obrazloZiti - za samostalan rad).

Slucaj 1. Neka je ¢ = ¢ A ¢. Uzmimo
' = NPy =A|A...ANA;ABI A...\B,.

Vidimo da je ¢’ cnf logi¢ka formula.
Vazi:
o (¢) € SAT <
e (¢1),(¢2) € SAT <= (na osnovu induktivne pretpostavke)
e (¢]),(95) € CNFSAT <= (posto ¢{ i ¢ imaju razli¢ite varijable)
e ¢’ = 9] A9}, € CNFSAT,
Sto je 1 trebalo dokazati.

Slucaj 2. Neka je ¢ = ¢1 V ¢>. Uzmimo

o' =01V =(AINAA)V (BIAN..AB)= \ (AiVBj).

1<i<s;
1<j<t

Vidimo da je ¢’ cnf logicka formula.
Vazi:
o (§) € SAT —
e (¢1) € SAT ili (¢,) € SAT <= (na osnovu induktivne pretpostavke)
e (¢]) € CNFSAT ili (¢)) € CNFSAT —
o ¢'=¢{ V¢, € CNFSAT,
Sto je i trebalo dokazati.

Slu¢aj 3. Nekaje ¢ = @1 Ao ili ¢ = @1 V ¢. Pomoéu ¢ = g1 Ao = ¢1 V ¢
ili ¢ = ¢ V @2 = @1 A ¢ ovaj slucaj se svodi na neki od prethodna dva slucaja.

Dokazimo da je prethodna redukcija polinomna. Dokaz ¢emo opet sprovesti
matematickom indukcijom. Neka je n; = |@;| i np = |@] i pretpostavimo da
¢! moZemo dobiti iz ¢; u najvise P(n;) koraka, pri ¢emu je P(x) =x* ik > 2
(i=1,2).

Uocimo da vazi P(ny) + P(np) +niny < P(ny +ny).
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U prvom slucaju, za dobijanje ¢’, nam je potrebno najvise P(ny)+P(ny) <
P(n) +n) = P(n) koraka.

U drugom slucaju, posto je s < nj it < ny, potrebno je najvise P(n;) +
P(ny) +niny < P(ny +ny) = P(n) koraka.

Treéi slucaj se svodi na jedan od prva dva slucaja.

Izvrsili smo polinomnu redukciju sa SAT na CNFSAT. Posto je SAT
NP-tezak problem, to je i CNFSAT NP-tezak problem.
Dokazimo da CNFSAT € NP. Dovoljno je na¢i polinomni certifikat. Neka su
x},...,x), vrijednosti logi¢kih varijabli za koje je ¢ = 1. Da li moZemo provje-
riti ovu ¢injenicu u polinomnom vremenu? To moZemo postici jednostavnim
uvrStavanjem vrijednosti varijabli i raCunanjem vrijednosti logi¢ke formule u

O(|¢|) vremenu.
Posto je CNFSAT € NP i posto je NP-tezak, to je i NP-kompletan. W

I Tvrdnja 5.11 3SAT je NP-kompletan problem.

Dokaz. Prvo izvr§Simo polinomnu redukciju sa CNFSAT na 3SAT. Neka je
¢ =Cy A... NCy, cnf formula.

Svaku klauzulu ¢emo reducirati na konjukciju klauzula sa po tacno tri
literala. Posmatrajmo slucajeve.

Slucaj 1. C; = x’i, tj. klauzula C; ima tacno jedan literal. Tada vazi:

Ci=xiVOVO=x{V(yI ATT)V (2 AY2) =

. L ) 55
= (] VY1 Vy2) A VIT V) A (X Vyr VIz) A (X VYTV Y2).

Slucaj 2. C; = x’i \/xé, tj. klauzula C; ima tacno dva literala. Tada vazi:

Ci=xi Vb =x{ v, vO=x{ vy vV (y ATT) = (&) Vb V) A (X Vb V).
(5.6)

Sluéaj 3. C; = x| Vx, Vx4, tj. klauzula C; ima tatno tri literala. Tada nemamo
Sta raditi.

Slucaj 4. C; = x| V...V x;_ (k; > 4). Konstrui§imo novi logi¢ki izraz: C; =
(x Vv xb V) A (yTng Vy2) A2V Vys) A A(Tk—a VX 5V k-3) A
V=3 VX V).
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Tada vazi: C; je zadovoljiva logi¢ka formula akko C/ zadovoljiva logicka
formula (dokazati za samostalan rad).

U svakom od sluc¢ajeva, klauzulu C; smo sveli na konjukciju klauzula sa
po tacno tri literala. U prva tri slucaja, to smo uradili u konstantnom broju
koraka. U Cetvrtom slucaju, to smo uradili u O(|C;|) koraka.

Znadi, logi¢ku formulu ¢ = Cj A ... AC,, moZemo svesti na 3cnf formulu ¢’
u O(|9|) koraka, pri ¢emu vazi da je ¢ zadovoljiva logicka formula akko je ¢’
zadovoljiva logic¢ka formula, tj. ¢ € CNFSAT <= ¢’ € 3SAT. ZakljuCujemo
da je 3SAT NP-tezak problem.

Dokazimo da 3SAT € NP. Certifikat za ¢’ = ¢’ (xy,x2, ..., x,) bi bile konkretne
vrijednosti za x1,...,x, za koje je ' = 1. Da je ¢’ = 1 moZemo se uvjeriti
u linearnom vremenu jednostavnim uvrstavanjem vrijednosti xp, ...,x, u ¢’ i
racunanjem njegove logicke vrijednosti.

Dobijamo da je 3SAT NP-kompletan problem. [

I Tvrdnja 5.12 CLIQUE je NP-kompletan problem.

Dokaz. Tzvrsi¢emo redukciju sa 3SAT. Nekaje ¢ = (a; VayVaz) A\ (b1 VbV
b3) A ...A(c1VcaVe3) 3enf formula sa m klauzula, pri ¢emu su a;, b;, ..., ¢
(i =1,2,3) literali. Ovoj formuli moZemo pridruziti graf G (slika 5.11)

Slika 5.11: (a) Graf pridruzen 3cnf formuli. (b) Graf pridruzen formuli ¢ = (x; V
V) AXTVxaVE3) A (x2 Vs Vig).

Svakom literalu pridruzimo po ta¢no jedan ¢voru u grafu (ukupno 3m
¢vorova). Ne povezujemo ¢vorove iz iste klauzule i ne povezujemo ¢vorove sa
suprotnim literalima (tj. ne povezujemo x; sa x;). Grane moZemo konstruisati
u O(m?) koraka.
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Dokazimo da je ¢ zadovoljiva akko G ima m-kliku.

Neka je ¢ zadovoljiva formula. Tada postoje vrijednosti varijabli, tako da je
svaka od m klauzula ta¢na. Tj. u svakoj klauzuli mozemo izabrati po jedan
literal koji je tatan: a',b’...,c’. Ovih literala ima m. Posto je svaki od njih
tacan, nikoja dva nisu suprotna, tj. jedan nije negacija od drugog. Zbog ovoga
1 Cinjenice da pripadaju razlic¢itim klauzulama, imamo da su svaka sva od m
literala @', b/, ..., ¢’ povezana, tj. imamo m-kliku.

Neka sada graf G ima m-kliku, tj. postoji m ¢vorova v, v, ..., v, tako da su
svaka dva povezana. Zbog pravila povezivanja, nikoja dva od ovih ¢vorova
ne pripadaju istoj klauzuli. Znaci, iz svake klauzule uzeli smo po tacno jedan
¢vor. Posto su svi ¢vorovi povezani, nijedan nije negacija drugog, pa nema
prepreka da uzmemo da su svi literali vy, v, ...,v, taCni. Na ovaj nacina se
osiguravamo da svaka klauzula ima po barem jedan literal tacan, tj. da svaka
klauzula bude tacna, paje ¢ = 1.

Znac¢i imamo ¢ € 3SAT akko (G,m) € CLIQUE.

Gornju redukciju smo izvrSili u O(mz) koraka, pa se radi po polinomnoj
redukciji. Dobijamo da je CLIQUE NP-tezak problem.

Iz primjera 5.15 imamo da CLIQUE ima polinomni verifikator, pa CLIQUE &<
NP (teorema 5.1). Posto je CLIQUE NP-tezak problem 1 CLIQUE € NP, to
je CLIQUE NP-kompletan problem. |

NP

¢ D

Slika 5.12: Odnos izmedu klasa kompleksnosti pod pretpostavkom da je P # NP.

NP-teSki

Slika 5.12 opisuje odnos izmedu klasa kompleksnosti koje smo do sada
radili. Pod pretpostavkom da je P = NP, ne postoji NP-tezak problem koji je
u P. Kada bi se dokazalo da je barem jedan NP-kompletan problem u P, tada
bi direktno slijedilo P = NP. Postoje problemi koji su NP-teski, ali nisu u NP.
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Takvi problemi su jos tezi od NP-kompletnih problema, jer nisu u NP, tj. ne
mogu se rijesiti u polinomnom vremenu pomodéu nedeterministicke Turingove
masine. Jedan takav problem je HALTT), za kojeg znamo da je neodluciv,
tj. ne moze se rijesiti u konacno mnogo koraka. Problemi A7y i HALTT)s su
NP-teski, ali nisu u NP, tj. nisu NP-kompletni.

k) Naucnici su pokusavali naci inteligentno konstruisane (polinomne) algoritme
za mnoge probleme. U neuspjehu su pokusali drugi pristup; da ih rangiraju po
tezini. Jedan od nacina da se rangiraju po teZini je pomocu polinomne redukcije.
Problem B je teZi ili jednak problemu A ako postoji polinomna redukcija sa A na
B, tj. A <p B. Nataj nacin su dobili klasu NP-kompletnih problema, kojoj pripada
vecina prakti¢nih problema.

Otvoreno je pitanje da li je P # NP, §to je poznato kao P vs NP problem. Velina
naucnika vjeruje da je zaista P # NP, tj. vjeruje da za NP-kompletne probleme ne
postoji polinomni algoritam.

Prakti¢ni znaCaj ove teorije je da ako rjeSavate neki problem i dokaZete da je
NP-kompletan, onda moZete odustati od trazenja tacnog polinomnog algoritma,
jer niko od naucnika ga nije uspio naci. To je razlog zasto se veéina problema
rjeSava heuristikom.

Ako se jednog dana dokaZe da za neki NP-kompletan problem ne postoji poli-
nomni algoritam, polinomnog redukcijom dobijamo da ni za jedan NP-kompletan
problem ne postoji polinomni algoritam i P # NP. Ako se slucajno dokaze
suprotno, da se neki NP-kompletan problem moZe rijeSiti u polinomnom vremenu,
tada bi vrijedilo P = NP.

k) Mi smo spomenuli tek nekoliko klasa kompleksnosti: P, NP, NPC. U trenutku
pisanja ove knjige, registrovano je 545 klasa kompleksnosti. Ako Zelite saznati
nesto viSe, proguglajte "complexity zoo".

k) NP-kompletni problemi nisu najteZi problemi koji postoje. Kao $to smo vec
spomenuli, neodlucivi i Turing-neprepoznatljivi jezici su jos teZi, jer se ne mogu
rijesiti u kona¢no mnogo koraka.

Postoje klase problema, koji se mogu rijesiti u kona¢no mnogo koraka, ali su
tezi od NP-kompletnih problema. Npr. EXPTIME-kompletni ili EXPSPACE-
kompletni problemi se ne mogu rijeSiti u polinomnom vremenu - ovo je dokazana
¢injenica.
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Jedan primjer EXPTIME-kompletnog problema je redukovana verzija Halting
problema: "Da li se data Turingova masina na datom ulaznom stringu zaustavlja
u najvise k koraka". Ovaj problem se moze rijesiti u eksponencijalnom vremenu
(pa pripada EXPTIME). Stavise, ovaj problem je EXPTIME-kompletan, pa znamo
da se ne moZe rijesiti u polinomnom vremenu.

Razni problemi bazirani na igrama su EXPTIME-kompletni ili EXPSPACE-

kompletni. Npr. igra dame (eng. checkers) ili n x n $ah su EXPTIME-kompletni
problemi.

5.8 Zadaci za samostalan rad

Zadatak 5.3 Dokazi da je klasa P zatvorena pod unijom, presjekom,
nadovezivanjem, komplementom i zvjezdicom. .

Zadatak 5.4 Dokazi da su slijedeci problemi NP-kompletni:
(a) VERTEX-COVER={(G,k)|G je graf koji ima pokriva¢ veli¢ine k};
(b) HAMILTON= {(G) | G je Hamiltonov graf}?;
(¢) 3COLOR={(G)|G je graf ¢ije cvorove mozemo obojiti sa tri boje}*;
(d) TSP={(G,k) | G ima Hamiltonov ciklus duZine <k}
(e) KNAPSACK= {(S,k) | S je skup prirodnih brojeva koji ima podskup
¢iji je zbir jednak k}.

“Pokrivac grafa G je skup ¢vorova S takav da je svak grana od G incidentna sa barem
jednim ¢vorom iz S.

bGraf je Hamiltonov ako ima Hamiltonov ciklus, tj. ciklus koji sadrZi sve &vorove
grafa.

Cvorovi iste boje nisu susjedni.
ATSP - Traveling Salesman Problem.

Zadatak 5.5 Dokazi da slijedeci problemi nisu u NP:
(@) Arm;
(b) HALTT ).
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